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الربائي سات 
لطلاب السنة الاولى 1 مديرية الكتب والمطبوعات 


6 ها 4١٠آم‏ 


0 





عار اديت 
ی رشت 


1 تعريف الشعامم ؛ 


اميم 
نسمي القطعة الجبرية 88 الموجهة من مبدكها ۸ الى نهايتها 8 
بالثعاع 88 وثرمن له: بالرمن 8 ( ويحرف واحد کیا نسي 
المستقيم المار من مبدآ الشماع ونهايته حامل الشعاعم Support)‏ ( 
ونسمي كل مستقيم موان للشماع منحنى الثهاع( مماغععء 012 ٠١)‏ 


9 


vu 


الشكل ( 0.1 ) 
فالثهامان «AB‏ 5 في الشكل )1 .0) هما ثماهان لهما 
نفس المنحى ومحمولان على مستقيمين متوازيين ا ٠,‏ اومختلفان في 


٠ الاتجاه‎ 


کا 


مما سبق نستنتج ان الشعصاع يتعين بثلاثة هناص . 

أ المتحي (Direction)‏ 

؟ الاتجاه ) Sens‏ ( 

+ سا الطول ( 68و0ع|) وهو البعد بين مبد] التصاع ونهايتسهء, 
فنكتب |78 أدلالة. على طول الشصاع ۸5 أو طويلتة ( دب1دكم! ) 

وهناك منصر رابع يتميز به الشعاع هو المبد! وله: أهمية في بحث 

القوى حيث يطلق عليه اسم نقطة تأثير القوة. 


2- أنوامع الثعام + 





)- الشماع المثبت ( أو المقيد ) ,وهو الشعاع الذي تكون جميسع 
مناصره ثابته ۰ 

3 الشعام الطليق ( او الحر) ۽ اذا انتقل الشعناع 88 في 
الفراغ موازيا نفسه مندئذ نسميه بالشهاع الطليق . ؤبعيارة 
آخرى اذا تنقل هبد] الشعيام في الفرانم وبقيت باقي عناصره 
ثابته هندكل نسميه بالشعاع الطليق وبحالة. خاصة ١‏ اذا تنقل 
الشماع AB‏ على حامله | عندكذ نسميه بالشعاع المئزلق . 
شعام الواحده. لفحور : هو شعاع طليق حامله المحور او مستقبيم 

يوازيه واتجاهه هو اتجاه المحور وطوله يساوي واحدة. الاطوال ٠‏ 
ليكن ل شعاع الواحدة. للمحور» × وليكن ۸0 ثهاها يوازي 

كفا في الشكل ( 0.2 ) ٠ ٠٠‏ 


4 
الشكل ( 0.2 ) 


يوجد عدد جبري واحدفقط ) من أجله تتحقق العلاقة ؟ 


چ 
العندد ») يسمى بالقياس الجبري للشعاع 88 . ويمكن ان نقول: 
AB red‏ 
ان القياس الجبري للشعاع ۸8 بالئسبة لمحور هي النسبة يل 


ج 


U 
وشرمز للقياس الجبسري‎ ٠ بين هذا الشعاع وثهام الواحدة. لهذا المحور‎ 


للشعصاع 88 بالرمز ۸6 فاذا كان لدينا الشعاعان المتوازينان 


TD « AB‏ و لا شاع الواحدة. للمحور × ' × الموازي لحامليهما كما 
في الشكل ( 0.3 )1ه 8 A‏ 
لحي سم 
غ چ 
چ 
4 
و س | 
x! x‏ 
الشكل ( 0.3 ) 


نکتب , 
ج ہے ڪچ 
A8 = AB XU‏ 
دحوم س چ 
CO EDP ¥ U‏ 
والنسبة , قف تيمتها المطلقة ‏ لقف 
cD CD‏ 


واشارتها (+) اذا كان ۸8» 0]من اشارة واحدة. وهذدا يتحققا 
حي ج 
عندما يكون الشهاعان 8 00 ياتجاه واحد ٠‏ 


وتكون اشارة النسبة () اذا كان 8م 00من اشارتيسلن 
سڪ 


مختلفتين وهذا يتحقق عندما يكون الثهاعان 88 , 60 باتجاهين 
متماكسيسن٠‏ 


ونستنتج مما سبق أن النسبة طب تملك نفس القيمة المطلقسة 
CD a‏ 
ونفس اشارة إلسبية كك ويذلك يمكننا آن نكتب ؟ 
00 
ت خت 
AB AB‏ 


e‏ چ 
CD‏ 60 





ويمكن ان نقول ١‏ ان نمبة شعاعين متوازين تنساوي نسبة قياسييها 
الجبيريين المقدرين مواسطة نفس شعاع الواحدة. وهذه النتيجة مستقلة 


عن الاتجاه الماخوذ على المحور ×'× ٠‏ 
0.3 مجموع شعاعين ٠>‏ 


ج وهب ١‏ . 
ليكن الشعاعان الطليقان [/ا ,رلا ولتكن 0 نقطة اختياري : 


نسمي مجموعا تعاعيا ( أو هندسيا) لهذين الششاعين بالنسبة للنقطة 


1 





ع 2 
2 م 95 
0 ءالشعاع 8إلدي تحصل علية من انشاء الشعاع 0 ساوي ا 
“لا ثم الشماع 818 «ه ,۸ والذي يساوي الشعصاع 
إبلشعاع ر ثم الشعاع لد الذي مبدوءه [8 والذي 
1 شكل ( 0.4 ) ۰ 





و 
8 
ھ۵ 8 جقكللده 
0 


الشكسل ( 0.4 ) 


هد 


a ١: ونكتب‎ 
8 - V+ ولا‎ 


مستخد مين الاشارة (+) التي استخدمناها في جمع الامد اد ويتمتع, 


جمع الاشعة بنفس خو اص الجمع الجبرق للافد اد ٠‏ واذاامتمدنا نقطة 


آخرى غير النقطة 0 تحصل على مجموع يساوي ( آو يساير) النجموع. 
السابق ٠‏ 


.0 مجموع عدة اشعة : 
لك ا 


جد هد | فنا E‏ 
ان المجموم الشعامي لعدة. اثعة : ر۷ Vesa,‏ الماخوذة, 
بهذ ! الترتيب يتعين بنفس الطريقة التي تطبق على جمع عدة. اعد اده 
عه : جاع كد 
فاذا كانت 0 نانطة اختبارية , ننشى* آولا المجمسوع 


05,2 T+ TV 
. 85 ولا +ولا‎ 


- 


1 


- 


الشكل ( 0.5 ) 


و ج هد ج 
ثم لمجموع بوا +ر05=ر05 ثم المجموع ا +ر05 23و05 
تى تمل الى المجمويم ؛ 
سس 0 
علا * 05-2 = 
وآخیر! نکتب , 
ا 0F = T+ pe e o‏ 


وعملية الجمع هذه تتمتع يالخواص الاتية , 

اذا بدلنا النقطة 0 بنقطة آخری نحمل على ثعاع المجموع 
يساوي الشعاع الاملي ٠‏ 

لا يتغير شعاع المجموم اذا استبدلنا ثهاها ا بشص اع 
يساوية ٠‏ 

ان عملية جمع الاثعة عملية تبديليةء 
ان صملية جمع الاثعة ممليح تجميعيةء 


1 





| 
١ 
| 
ا‎ 


حالة خاصة 


— 


ان مجموع ثلاثة اشعة لا توازي مستوبا ماهو قطر فتسوازي 
السطوح الذي حروفه اثعة تساوي( تساير ) الاثعة الثلاثة كما في 


الشكل (0.6) 





واذا كانت 5 منطبقة على 0 عندشذ يكون المجموع الشعامي 
ل چ 8 
مساويا لشعاع الصفر 0 والمنحني اليساري 5Sو5ر؟05‏ يكون 


٠ متحنيامغلقا‎ 


0.5- الاسقاط القائم على فحور : 


ا س 
المسقط القاشم للنقطة 1 على المحور ×'× هي نقطة ١'‏ 
اشر المستوي ( ۶ ) على العحور ×'× المار هن النقطة ١‏ مصاصمدا 


المحور. المستوي( ” ) يد المستوي المسقط للنقطة ١"‏ شكل(0.7 ). 


1۳ 





الشكل ( 0.7 ) | 
وبنفس الطريقة يمكننا ايجاد .المساقط القنائم شاع 28 
على محور موجه ×'×بايجاد .المسائط القائم لنقطتي مبدا. الشاع 
وشهايثه_دتحمل على القطعة الجبرية '8'8 التي هي القياس الجيئري 
للشعاع '۸'8 الذي مبداوه '۸ مسقط 8 ونهايته'8 مسقط 8 . 
ويمكن آن نقول : ان المسقط الاتائم لشهامع معلوم على محور موجه 
هو قطعة جبرية فنكتب , 


عب سس 
A'B'= Proj.AB‏ 





الكل( 0.8 ) 


1 


٠ )(( تتيجة‎ 


ا 
e‏ 5 
اذا اسقطنا الشعاع 8 ملى محور مواز للمحور×'× ويتقن 


الاتجاهة نحصل ملی "۸"8 الذي يساوي المسقط' ۸١8‏ فنكتب ١‏ 


A'B' = Agr 


وهذا التساوي يتحقق مندما يكون ثماعا الواحدة. للمحورين 
متساويين ٠‏ 


نتيجة (؟)؟ 


س 
نسبة مسقطي تحعاعين متوازيين على محور تساوي نسبة هذيسسن 
حو حب n‏ 
٠‏ آي ۵ كان 88موازيا الى 00 يمكننا أن نكتب : 


لشثهعا عين. 
و ت 
A'B' AB‏ 
م6 600 


جو س 
وبحالة خامة اذ كان 36-60 مندكذ 48-058 ولذلك يمكسن 


القول ان مسقطي ثعاعين متساريين على محورهما مددان تتاويان 

اها إل! كان 60 هو شهاع الؤاحدة. فان النسبة جد م سي مي 

القياس الجبري للشصاع 88 بالنسبة للمحور الإ الذي يقبل الشصام 
جب 


0 جهاعا للواحدة. فنكتب ؛: 
AB‏ 


2 


5 
U 


ا 
ا 





8 5-5 


EE 
1 "B' = "D' = مته ۽‎ 
٠, 8,۸ : ولد ,8 ,','0,'£ المساقط القاشمة للنقاط‎ A'B' =k Xx C'D KP و‎ 


P = C'D' , يث‎ 


0,ع على المحور ×'× كما في الشكل (0.10 ) ء٠‏ 





8 
0 5 
2 
ل سر E E‏ 
الشكل ( 0.10 ) 
لدينا , 
الث 0.9 — 
لشكل ( ( A'B' = Proj . ARÊ‏ 
ننتنتج مما سيق + أن المسقط على محور» × لشعاع محمول ملنى B'C'= Proj. BC‏ 
1 
المحور لاالايساوي الى جدا* القياس الجبري لهذا الشعاع منسوبلا ا C'D" = Proj. CD‏ 
لى المحور ۷ر' ل بمسقط شاع واحدة المحورل' ل على المحور×' × ٠‏ جک 
جار TET‏ 
HE? 3 Proj. DE‏ 
فاذا كان . 2 عت 
A'E' = Proj. AE TST‏ 
نجسنند „ 
5-5 
لا K x Proj.‏ ع لازمجم 0 
6.-نظرية المساقط ۽ ال طبقنا علاقة شال على التقاط smi E'yD',C',B',A'‏ 
C'D' + D'E'‏ يب اعنم ب وعم ع A'E'‏ 
ليكن لدينا المجموع الشعاهي ٠‏ ! وتعبر عن هذه النتيجة بالنظرية الاتية : 
ج یہ ج ج چ ا 


AE = AB + BC + CD + DE 


1Y 
11 


نظرية ٠‏ 
أن مسقط مجموع عدة. آشعة على محور يساوي المجموع الجبتسري 
لمساقط هذه الاثعة على نفس المحور ٠‏ 
فاذا كانت لدينا العلاقة الثعاعية ,۽ 


ج چ جد 


واسقطنا هذه العلاقة على المحون ×'×نجد ب 
1-7 در ةدر ج 
ولا ممم +ونا. زممم PEY 8 Proj .V+‏ 


7- جدا* ثهصاع بعدد. حقيقي ٠‏ 





تعريف؛ 

بفرض 0 شعام وا عدد حقيقي ( سلمي ) فان جد|2:العدد 
الحقيقي :۸ بالشعاع rs‏ ماما جديا ۷ فتكتب + .۷ 
فالثعام 'لا يدعى بالمضاعف السلمى للشهاع ل طوده | |٩‏ بع 
بالعلاقة الاتية , 

Wl. |x|‏ ء انها 

منحاه هو نفس متحى الشصاع ا ء و اتجاهه اک ل مندما ۸50 
وبالاتجاه المعاكس عندما 0 #346 , 

اعتماد|. على هذا التعريف وتعريف جمع الائثعة يمكن يبرهسسان 
الخواص التالية . ا 


14 








1( 2 = (ap) A 
DD BRx R+P RP 


a 23 
30 < (A+B) = ¢ A + oc B 


و چ 
واذ؛ كان ا شماع الواحدة باتجاه الثعاع ۸ فان 7 
ا A‏ 
ا ت حت 
]12 دم جد 3 U‏ 


8- تعيين شماع بطريقة تحليلية + 


سيت 


بفرض آن x ' ox‏ وار محوران متعامدان متقاطعان سي 
خد 


النقطة وليكن 27 الأثعاع الواحدة. الذي بعين الاتجاه الموجب لمحور 
السينات و <[032 ثعاع الواحدة. الذي بعين .الاتجاه الموجب لمحور 
العينات فاذا كان[ ]ده ] -! 01 | سميت جملة: المحاور الاحداثية 
جملة نظامية ( وهذا ليس ضروريا في الحالة العامة) . فاذا رسمنا 
الشعاع 0 ممثلا للشعاع الطليق -“لافي المستوي وأسقطنا التعساع 
017 عموديا على المحورين الاحداشيين ء نجد۸ة= × , 208 فالعددان 
الجبريان × ,ر هما المسقطان القنائمان للشهاع 7 على المحوريسن 
الاحداثيين وهما بنفس الوقت احداثيا النقطة N‏ فنكتب ( لارا) "/ 
ومن الشكل نجد 6٠‏ 


جا جد يس 
OM = OA + OB‏ 





الشكل (0.11 ) 


ع E‏ 
1 هما النمزكبتان الشجماعيتان للشعام 01 ءبينما × ول 
تدميان بالمركبتين ١‏ تين للشعاع !01 لمسقطين تكتسب 
لجبريتين للشعاع 001 أو با ن ٠‏ ف. نكت 
اختصارا (لار)004 ونصئي بذلك ان 011 , 
ك ان شعاع مركبتاه الج سان 
بم الجبريتان 
ال چ 
اما اذا كان الثها لامقيد ته المبد 
۰ 2 ع V=AB‏ ا علم مته 1 ولاو »ام 
والنهاية(رر,ر×)8 فيمكن أن نجد يسهولة مسقطي التصاع مفلسسى 
المحورين الاحد ائيين ٠‏ 
جد س 
A'B' = X= proj AB = X2” X1‏ 


— 


ج 
A"B"= Y = proj AB = Y2” Y1‏ 


ا ا ت 


ااب لله ده 


ا 





'الشكل ( 0.12 ) 
فيمكننا ان تعبر عن الشعاع 88 بدلالة مشقطية بالشكل.: 


88 = Xi + Yj” 
RE ج‎ < 
AB = ( ×2× ( 1+ (Y2 Y7 j 


0.9 الجد؛” السلمي لتصاعين 4 . Scalar Product‏ 


ا س 

لیکن ا , د ل تصاعين مستويين »الزاوية بينهما 8 :نعرف الجدا” 
السلمي لهذين التصاعين بأنه مقدار شلمي يساوي الى جدا.ء طول 
الاول في طول الثاني في جيب تمام الزاوية الكافنة بينهها فنكتب ۽ 


هخ زج ج جل 
(O $B ŞT) VV = lll 6.8‏ 


۲1 


1 0 
الشكل ( 0.13) 


ويسمى الجدا” السلمني أيضا بالجد ۶.1 الداخلي ووافح آن الجداء 
الداخلي هو تبديني ٠‏ والناتج هو عدد موجب مندما 8 حادة. وسالتب 


عندما 8 همثفرجة ,ويساوى الصفل عندما 7/2 - 4. 


وعندما يتساوى الشصاعان يكون , 


Tv اد‎ 1 = ١012 


ج ي جد صا حم 
وفي حالة. اشعة الواحدة 1 ,ر فان 1= .=4 i.‏ 
کپ 
0 = 1.3 
ويمكن أن نبرهن بسهولة على الخواص الآتية . 
ا 


> من اجل 4ن عدكى حقيقي وم , 8 شمعاعان ما لدينا‎ | ١ 


چ 


چے ج ہہ چ چ 
(A ) B =xK(A.B) = A (4B)‏ 
چ چت 
- الجداء الداخلي توزيعي ١‏ فمن .أجل ثلاثة اثعة مفروضة ۸ 4 8 
€ »فان , ل 
چ ی چے و هد جه : 
Cw BE‏ 8 62 ( 8 م 
اد سد اليد هد ا بود 
A (B+C) = A.B + A.C‏ 


۲ 











1 3 ت 
( قوط (bi+‏ ( ر3 + ذرة) - 


احسب الزاوية الكاكنة بين التصاصين ,۽ 
چ چ 
ز3 + 21 = 


n ل‎ 


من تمريف الجد1.* السلمي 
668 ما 


4+9 .[ 1+1 58 


ومن جهة شانية فحسب العلاقة( 1 
= 2-3 = (1-)3 + 2.1 


تل 


3-1 
7 26 


وتحسب قيمة واحدة. ل 8 في المجال ]ېچ8 0 . 


cosd = 


آما في الفراغ ثلاثي البعد .المعين بجملة المحاور الاحداثية 
المتعامدة مشنى مثنى 2< 0'<اولاه'لإ 2 وحيث 2 تصاع الواحدة 
الذي يحدد الاتجاه الموجب لمحورالسينات و [ شعاع الواحدة الذى 
يحدد الاتجاه الموجب لمحور العينات و 16 شعام الواحدة. الذي e‏ 


الاتجاه الموجب لمحور الصادات كما في الشكل ( 0.14 ) ي. 





x 


الشكل( 0.14 ) 


چ 
فان الشعام ‏ ۸8 يملك ثلاثة. مساقط على المحاور الاحدائية هي 


چن ا سے 
X = A'B' = Proj AB‏ 
وي اج 
AEF 2 Fro + BB‏ ¥ 
€ 





ا 





چ 
وعندكد نعير عن الشعاع 6 بدلالة مساقطه بالشكل ٠‏ 
ج ج 
2# بال 7 + 1 * ع 8م 
احج 
واذ! كان الشعاع 8 مقيد) اي علم مبدو"ة ([2 ۷1× A‏ 
ونهايته [2,رل,ر×) 8 فان 
×2× => × رY2¬Y‏ 5 ,27 >22 2 


ولايجاد الجد اء السلمي للثهاعين ١‏ 


a و چ‎ 
A =a i + ap j + a, kK 
a بات ج ه-‎ 
B = by i + ba j + by k 


ومن الخواص الوارده في ( 0.9 ) والتي اعتبرناها اساسا 
لتعميم مفهوم الجداء السلمي على الفراغ الثلاثي لحساب الجلسد!ا” 


السلمي للثعاعين + 
ل ra‏ ج ج ج ج چ > 
8ه ع (عاوط (bi + b+‏ .)agk+aj+Tرa(.‏ 


: فننجبد‎ 
AB - a+ وطوة‎ $B 


ي 


Te 





وواضم ان هذا الجداء يساوي الصفر في حالة تعامد التصاعين 


جح و 
A‏ , 8ه 


الجداء الخارجي لتحشاعين ( او الجداء الشهاعي ). 





Vector Product 
ج چ‎ 
نعرف الجداءء الخارجي لشماعين 8,۸بآنه شعاع ثالث‎ 


ج ج چے جچہ 
يعامد مستوي الشعاعين 8,8 واتجاهه بحيث تو*لف الائعة | 8 ٣,8,‏ 


3 


إثلاثية طردية ,بمعنى آنه لو وقف راف باتجاه 29 ونظر الى الشعاع 
چ وہ 
۸ لوجد .الشعاع 8B‏ الى يساره كما في الشكل . ونعبر هن الجداه 


0 خد a‏ 
الخارجي للشعاعين ‏ 8,8 بالشكل التثالي + 


ع 


ARB = 





ج چ 
AAB =‏ 
الشكقل (0.15) 
آما طويلة 6 او |88 أفتساوي الى العدد الدال على 


3 ب کہ 
مساحة متوازي الاضلاع الذي ظهاه ‏ 8 ,و 8 ؟ 


1 





0 
ا 
ا 
| 
| 


A8 !اما‎ sing 
بالاتجاه‎ )] 


و 
واذا اعتبرنا ١‏ ثعاع الواحدة المحمول ٠‏ علا 


الموجب نكتب ؛ 
خج . ومذو|8 |١|ا‏ |8مما 


0<8 < 


ونستنتج من التعريفالسايق ان الجداءء الخارجي لثهامين هوي 
شماع ثالث ءكما آن. الجدا٠.‏ الخارجن للشماعين غير تبديئلي لان ١‏ 


a‏ ج و 


AAB = © 


جم 
6 82 


BA 


ج جد ا 
وبحالة' خاصة اذا تواري الشعاعان ,A‏ 8 فان ‏ 0 2 5168 
وبالتالي 0 وكذلك 0 = ۸ مهما كان الشعاع ۸^ ٠‏ 


آما من اجل اثعة الواحدة. المحمولة على المحاور الاحداثية 


چ چا یچ جو فادها 
jAj = kik =0‏ = 1831 
ت چ چ E‏ 
AJ = - jai = k‏ 
چ چ ج 
kA j=,‏ - ع اال 
چہے چ و چ 
khi= ink = j‏ 
1Y‏ 








ويمكن اثبات ( في بحت التحليل الشماعي ) أن الجن)* الخارجي 


دشتعاعين هو توزيعي بالنسبة للجمع آي ان ۽ 


50 


جح هه 
ARÊ + AMC‏ = رع يمره 


2 لل حساب الجد4.*الخارجي لثشصصاعين بدلالة: مساقط كل منهما 


م 


سم ب ب نیم 


المحاور الاحداثية؛ , 





بفرضض ١»‏ 
بفر چ جد چ 
zk‏ + لول + ذر»× 
r o RE‏ 
22 + ذولا > ذو 
فان . ٍ 


> > 
= (y2 2Y7 w(2|x2-<220 + 
چ‎ 


+ (x1Yz= Y1*2} ' 


ج 
A‏ 
جل 

8 


وہ چ 
AN = (x i+ yرj+zK)A (xgi+Y 2j*2‏ 


وتلاحظ إن الجداء السايق ليس الا منشور المعين الآتي , 


چ جے 
يم 8 
e‏ جے 
Y1 21 = ARAB‏ 
22 2 


تطبيق ١‏ .أوجد .الجداءء الخارجي للثصاعين الاتيين ٠‏ 


YA 








الحل ؟ 
چ وے ج 
k‏ ل 1 
و چ 
AAB = Û 2 1 -1‏ 
3 1 1 
ج ڪچ > 
)+ إ 3 - 21 = 


ويمكن أن نرى بسهولة: ان هذا الشعاع يعامد كلا من الثعاعيسن 
جہ چجہ 
eB, A‏ 


73 الجداءالمختلط لثلاث اثعة ؟ 
The Scalar Triple Product‏ 
وجدنا في الققرة السنابقة ان الجداء الخارجي لشعاعين صو 
تعاع مل 8۸٤‏ فاد! ضربنا هذا الشعاع سلميا بثصاع ثالث مشل ۸ 
نحصل على مقدار سلمي هو ) A. (BA‏ فهذا الجدآ” يسمى بالجداء 
المختلطءوللجد ۶٠‏ المختلط معتى هندسي يدل على أن القيمة المطلقة 
لهذ) الجداء تساوي الى العدد الدال على حجم متوازي السطوح الماشل 
الذي حروفه هي الاشعة 6 Ê,‏ , 4 


54 





الشكل 0.16 ) 


وجدنا أن 6ر8 هو شصاع يعامد مستوي هذين الشعاعين وان طسول 

هذا الشعاع يساوي العدى الدال على مساحة متوازي افلاع القاعدة2آما 
ا السلمي الت مقدار سلمي يساوي الى جداء مسقسط 
على الشماع © ۸ 8 ( وهو ارتفاع متوازي السطوح) في جياحة 

متوازي الافلاع المدكون اي ؛ | ( ٥‏ 8۸) .۳ |= العدد الدال على 
8ر8 


8 , 


حجم متوازي السطوح الذي حروفه الاثعة 


0 
7 1 5200 اها جد هم 
وعندما تقع الاشعة ۸,8,٤‏ في مستو واحد فان الجبنْداء 


المختلط لها يساوي الصفر آي 0 = ( 800876 


ويمكن أن نصل الى النتيجة التاليية ٠‏ يكون الجداء المختلط 
لثلاث اشعة معدوما اذا وفقط اذا كانت هذه الاثعة تقع في کو 


٠+ واحد‎ 





وكذلك يمكن التعبير عن الجداء المختلط لثلاثة اشعة معلؤمصة 


بواسطة المعينات .فا كاشت( EOC 3 , (| ba 3 aa‏ 


المختلظ لها 
و جد ها ج ج و 
i +‏ .) و وb-‏ وعوة) a .( bAe) = (ai +2 + ak 2) ١]‏ 


چ 
ok k7} =‏ عروط-وع رط )+ ل ليه رط- رعو) 

ھج وی 
(رعوه-رء رط) وه+( ره رطا- رع وط) وة+( وعوط-و6ج8) 8 = @a'(bAc)‏ 


ونلاحظ آن هذه النتيجة ليست الا منشور المعين الآتي ٠ ١‏ 


و3 3 1 

ب هھ 
رعمط).قه - إوط وه رم 
6 و 5 


من المعلوم في الجبر الخطي آن. الشرط اللازم والكافي كي تكسون 
ءها المختا سط 


ج ج 


ملاثة اشعة 2,8,2 مرتبطة خطيا هو أن يكون جداو 
مساويا للصفر آي ان تكون القيمة العددية لمنشور المعين السابسق 
تساوي الصفن + 
ويمكن بالاستناد .الى مفهوم الجدا* المختلط لثلاثة الس ة 
الاستفادة لاخبات وقوع أريع نقاط في مستو واحد ,فال اكازلديناالنقاط 
رعو رلا بلطي مولامج*) يق (وة دولادو؟) 5 وهر (يةولاي»)ي3 من الفرالم الثلاثي 


۳1 





عندقذ يكون الشرط اللازم والكافي كي تكون هذه النقاط في مستو واحد 
اح حتت 
هو ان يكون الشصاع المقيد ر8 ثامثلا واقعا في مستوي التصاعين المقيدين 
کے ف ید 1 


.: ووقري8 ولما كانت هذه الاشعة هي‎ AA, 
کے اچ‎ 
AA (xg-X*j Y2 Y1 Z2, AA و۷ ×-و×)‎ ¬۷ 25-2 ( 
چ ے‎ 
AA <q q1 2-2 ( 
عندشذ نقول . ان الشرط اللازم والكافي كي تاقح النقاط الاربعة‎ 


في مستو واحد هو ۽ 


Y27Y1 1‏ اموه 

ج چ چ 

CAAA AAA A= وكا‎ Y3 2g | =0 
eî Yq Y1 41 


مشال . برهن أن الشقاط الاربع ١‏ 


A(1,6,5) , B(7,-18,2),C(3,-2,4), D(4,4,9) 


تقع في مستو واحد 0 


الحل . لتوجد الجداء المختلط 


حا حا هد 
(AB AAC ) . AD‏ 


۲ 





3 24- 6 2-5 18-6- 7-1 
5 1- 8ه 2| ے أ كه 2-6- 1- 
4 2 9-5 4-6 1- 


0 > ( 5)20- (24)11 + (34-)6 ع 


وبالتالي فالشنقاط المعطاة تقع في مستو واحد .. 


r 








بنمس روك 
ارو مر اتات والناعي لي الفاغ 


(1.1) -الاحد اثيات الديكارتية ٠‏ 


بفرض ٥‏ ' × , ره ' ر 2'٥2,‏ ثلاثة محاور متلاقية في النقطة نم 
وغير واقعة في مستو ؤاحد عفهذه المحاور تدعى بالمحاور الاحداثية 


وتعين خلاثة مستويات مختلفة تدعى بالمستيويات الاحداثية ٠‏ 


المجوريزن' 2« يسمن محور السيثات ( آو محور الفواصل) 
والمحورلاه ' لاا يسمى محور العينات ( أو محور التراتيب ) والمحورج0': 
يسمى محور الصادات ( او محور الرواقم) ,النقطة 0 تدمى مبدا 
الاحداثيات (آو نقطة الاصل ٠)‏ 
الفراغ الذي رسمسا فيه هذه المحاور فرانا احداشيا 
تشكل جملة احداثية 


نسمى 

ثلاثي البعد ٠‏ ونقول ان مجموعة المحاور الصابقة 
ديكارتية في هذا الفراغ ونرمز لها بالرمز 0×7 ٠‏ 

وبصورة عامة .لا تكون هذه المحاور متعامدة شكل(١)‏ فقول 

عنها آنها جملة محاور احداثية مائلة ٠‏ )ما اذا كانت هذه المحاور 

متعامدة. مثنى مشنی عندفدذ نقول انها جملة محاور احداثية قائمة٠‏ 


Fo 


ونقول عن الجملةلإ»اه انها جملة احداثيةهمياشرة اذا دار 

المحور ×0 حول النقطة ه في المستوي ره× لينطبق على المحور 
ره باتجاه يخالف دوران عقارب الساعة بالنسبة لراصد واقف وفقق 
الاتجاه الموجب للمحور 02 2واذاتم الدوران باتجاه دوران عقارب 
الساعة بالئسبة لهذ! الراصد مندئذ نقول عن الجملة أشها جملة 


عكسية ( أو غير مباشرة). 





شكل (1) 
(1.2) ل تعيين نقطة في القرالغم: 


لتكن 0 نقطة اختيارية من الفرام المنسوب الى جملنة 
المحاور الاحداثية zر×ه‏ »ولنرسم من هذه النقطة ثلاثة مستويات موازية 


للمستويات 2,02×,0×۷رن تقطع المحاور 2'07 ,ره 'ر,×0'× في النقاط 


1 








١" ا ملى الترتيب ,هذه النقاط تدعى مساقط النقطة‎ Hy 
بموازاة المستويات الاحداشية المذكورة. تتعين هذه المساقط على‎ 


المحاور الاحداثية بفواطها الجبرية على المحاور ولتكلن 2 دلاء» 


ت 7 


بحو 0 oM= x, OMg= Y , = z‏ 
هذه الاعداد الجبرية الشلاثة تدعى اخداثيات النقطة N"‏ 
ونسمي .العدد .ا بفاصلة: الشقطة, والعدد. . بترتيب النقطة والعدد«*« 
براقم النقطة. فكل نقطة من الفراغ الثلاثي يقابلها ثلاثي همرتبب 
وحيد .( 2ولاء»* ) من الاعداد الحقيقية. وبالعكس . ان كل ثلاثي مرتب 


(x,YZ )‏ من الاعد اد .الحقيقيةيعين نقطةوحيدة هن الفراغ ٠‏ 


فلو رسمنا من النقطة (] الؤاقعة على امون زه والتي 
إحداثيها " مستويا يوازي المستوي <ره»ورسمنا من النقط ةة ر 
الواقعة على المحور لا0والتي احداثيها لا هستويا يوازي المستوي 
×02 »ورسمتا من النقطة واا الواقعة على المحور<0 احداثيها 2 
مستويا يوازي المستوي ر×0 فان هذه المستويات تتقاطع حتما في نقطة 
وحيدة. 11 تقابل الثلاثي المرتب ( 2ولاو<ا )اء شكل (؟)٠‏ 

ونستنتج مما سبق بأنه يوجد تقابل بين مجموعةجيمسح 
الثلاثيات المرتبة من الإعداد الحقيقية» آي بين المجموعة الديكارتية 
ثم ومجموعة جميع نقاط الفرام ثلاثي البعد ٠.‏ ويمكن أن ثقول ؛ ان هذ! 
الفراغ هو صورة هندسية للمجموعة ث (وبصورة مماثلة يمكلن أن 
تقول ان الفراغ ثنافي البعد هو صورة هندسية للمجموعة RZ‏ »والفرال 


آحادي البعد هو صورة هندسية للمجموعة 75) ,والرمز( رلار*ا )8 


؟Y‎ 





شكل (۲) 


يدل على ان ( رر ,»× ) هي احداثيات النقطة # وتسم النقطة لا 


بيان الثلاثي المرتب (2ولا*) من الاعداد الحقيقية ٠‏ 


م 
اذا كانت ,K‏ لد 1 اشعة الواحدة. محمولة على المحاور 02+ 


چ 
ره » ×ه» على الترتيب فان الشعصاع 6011 يعبر عنه بالعلاقة الشعاعية ؛ 


جا جا جد هد 


oM = OM + oy + كن‎ 


اوه 5 
aM = x + yj + zk 21-277‏ 
وهذا واضح من متوازي السطوح في الشكل(؟) »فالاحداثيات 


چہ 
الديكارتية <,لا,كا للتقطة 11 هي مركبات الشعاع!5 وفق آأشعة 


۳4 








الواحدة للمحاور الاخداثية ٠‏ 


يه 
وكثيرا ما نكتب ۲ يدلا من‌النقطة 5 ونعني بذلك نهايية 
سے 5 
الشعاع الدي مرکباته احداثيات هذه التقطة ,واستناد! له دا 


الامطلاح يمكن آن نعبر عن الشعاع ۸8في الغراغ بالشكل التالي + 


هد ج و و جد 
AB = oB - oA = B - 4A 0E)‏ 


آما اذا كانت جملة المحاور الاحداثية متعامدةمثنى مثنى 
عندئفذ تدعو النقاط إ١‏ , Mga‏ بالمساقط القائمة للنقطة ١N‏ على 
هذه المحاور وتدعو جملة المحاور الاحداثية بالجملة الاحداكئهيلة 
القاكمة. وسوف نعتمد في هذا الكتاب جملة المحاور الاحداثية القائمة 


ما لم تنص على خلاف ذلك ٠‏ 
)1.3( البعد بين نقطتين في الفراغ 4 
من المعلوم في بحث الاشعة ان الجدا* السلمي لشعاع في 


نفسه يساوي مربع طول هذا الشعاع فا۵ كانت 7 ولام »× مركبات 


هذا الشعاع بالنسبة لجملة إحداثية قاكمة عندكذ نكتب ؛: 


ج ج ج 
e Zk‏ ا 
وبالتالي فان طول هذا الشعاع هو : 
سل سوچ > 
VI = VY ¥4 HY (L.3.‏ 


ولحساب البعد بين التقطتین( 2و رلو ×) 1 (22 :۷2د 2ے×) 2 


في الفراغ المنسوب إلى جملة محاور احداثية قاعمة يكفي حساب طول 


۳۹ 


چ 
الشعاع رلار٨‏ ءفاذا. رمزنا لليعد. بين هاتين النقطتين بالرعن ليكون. 
d = (Ml = VOR TO + mF (132)‏ 
حيث ١‏ . 
Km x‏ , لاس روحلا الى I=‏ 


هي مركبات الشعام وار على المحاور الاحداثية ٠>‏ 


أما في جملة محاور احداثية مائلة شكل(؟) يكون لدينا ٠‏ 


ج > ج ج >+ ب 
Î. j = cos, j. kK = cos, k. i = cos,‏ 


. حيسث ۽‎ 
0, = (OOD , 0, = (y> D2) , 0, = OF O)) 
, والعلاقة ( 1.3.1) تصبح‎ 
| = RTF YET TTF TRY OS F 2 VE corr FT FOE, (1.5.3) 
. مشال ۽‎ 
حك‎ 
8 ) احسب البعد بين النقطتين (2 ,3 , 1 )هو (5 و3 و1-‎ 


بتطبيق الدستور ( 1.3.2 ) نجد ۽ . 


IAB} = (1I — 1P + 3-3 ۳)5 ~27 


JAB) = VT3 








شك م2 


)1.4( احداثيات نقطة تقسم قطعة مستقيمة بنسبة معلومة: 


بغرض انا 2 ۷ء 1×) ر۲ ,(ر2«رلاور× )ر نقطتان من فراع 
ثلاثي منسوب الى جملة ما من المخاور الاحداثية ( القائمةأو المائلة) 
MM‏ 


ولتكن (۷,2ء*×) 5م نقطة تقسم القطعة 112 بالنسبة المعلومة + 


٠» 





RM 
۰)٤(لکش و المطلوب تعيين احداثيات النقطة م‎ 


oP = oM+ MP 
الفرض لدينا بج‎ 
HP و ومع ع‎ 


4 





شكل (4) 


بالتعويض في, العلاقة الشعاعية السابقة نجد : 


ا ت الهم ا 

OP = OMı + r( OM, — OP) 
ج ج‎ e a 
OP = OM, + rOM, —r OP 
عه جد جد‎ 

(1 + r) OP = OM, + rOM, 


و ج 


OM+ r OM. 





€۲ 








النسبة 7 تكون سالبة بشرط 1- F#‏ . 
)2.5( الاحداثيات الاسطوانية 6١‏ 
ا = 


وجدنا آن النقطة ٠‏ في الفراغ تتعين بثلاشة مقادب ر 


حقيقية ( سلمية ) 2,لر× تدعى بالاحداثيات الديكارتية له ذه 


والان يمكن أن ثرى بأنه يمكن تعيين +لنقطة N‏ في الفرائم 
بطريقة آخرى تدعى بالطريقة الاسطوانية » وذلك بمعرفة راقمها 220111 
ومسقطها ١‏ على المستوي بره »د قاك ا عيّنا المسقط'" في المستوئ 0× 
بالاحد اثيين القطبيين © , منقول عندئذ اننا قد عينا النقطة 1 
في الفراع بالطريقة الانطوائية , الشكل (ه6)٠‏ 

ونسمي الاعدإد الحقيقية < , 2 رتريالاحد اثيات الاسطوائية 


للنقطة ٠‏ وتزمن للنقطة ‏ !التي احداشياتها الاسطوائية 2 , 6 .2 


4 


بالرمز (2,8,2) 838 ۰٠‏ وثلاحظ آنه عندما تتحول 8 في المجال 
0,2] فان نصف المستوي 102 يمسح الفرالم كله مرة واحدة ولذلتك 
سنفرض ان المقادير <8,2, تحقق الشروط الآأتبية ؟ 
مه ل ياج > مدا 0<م , 0<O0<2r‏ 
كي يقابل كل نقطة في الفراغ ثلائي مرتب وحيد[ 2,8,2/) 
من الاحد اثيات الاسطوائية ( عدا نقاط المحور التي من أجلها تكون 


8 غير معينة) ٠‏ 





شکل م 


ويمكن آن نرى بسهولة من الشكل(ه) العلاقات التي تربلط 
الاحداثيات الديكارتية للنقطة م باحداشياتها الاسطوانية ءفالعلاقات 


» الآتية‎ 
zmz 9¢ Û = are 8 م 9 سل‎ = Vx “و‎ 





چ 


تعين الاحداثيات الإسطو انية لنقطة بدلالة احداثياته ا 
الديكارتية »كما آن العلاقات آلاتية ؟ 


وم سه . y=psind‏ ,2= 


تعين الاحد اثيات الديكارتية لنقطة بدلالة ولعي ته ' 
الاسطوانية ٠‏ 


(1.4) - الاحداشيات الكروية : 
للع وا كو ا ي 


يفرش نقطة في الفرانغ منسوية الى جملة المحاورالاحداثية 


ر×٥‏ ولتكن' ۸۱ مسقطها على المستوي بإو» شكل (5)* 
3 





إلى 


f 








تلاحظ من الشكل ان النقطة ١‏ والمحور 02 يعينانمستويا 7 
هذا المستوي يتعين تماما بمعرفة الزاوية 8 الكاكنة بين المحؤرة0 
العار من '1 والمحور ×0 »وبعد تعيين المستوي )7 يمكن تعيين وضع 
النقطة ١‏ في هذا المستوي باحد اثييها القطبيين ٣‏ ,م حيث 7 الزاوية 
الكائنة بين المحور<0 كمحور قطبي والمحور 08 المار من النقطة"! 
و٣‏ طول نصف القطر الشعاعي 017ءفالمقادير الثلاثة /, 2,8 تعين 
تماما وضع النقطة N‏ في الفراغ »هنه المقادير تدعى بالاحداثيات 
الكروية ' أو الاحداثيات القطبية في القراغ) للنقطة |/ »ونرمز للنقطة 
41 التي احد اشياتها القطبية # ,8, بالرمن ( م ,8,ع)8 3 

نلاحظ آيضا ان نصف المستوي آ7 يمسح الفراغ كله مرة واحدة 
عندما تتحول 8 في المجال ] 0,27]ءكما إن نعف القطر الشصاعي ‏ !01 
يمسح نصف المستوي ]7 كله مرة واحدةعندما تتحول © في المجال[0,7] 
لذلك سنفرض ان المقادير ,۳,0 تحقق الشروط الأتية : 

O<9a# , OKO, , <0 

كي يقابل كل نقطة في الفراغ ثلاثي مرتب وحيسد( ‏ ,2,8 ) 
من الاحد اثيات الكروية ( عدا نقاط 02 ) ٠‏ 

ويمكن ان شرى بسهولة من الشكل(4+) العلاقات التي تربط 


الاحداثيات الديكارتية لنقطة باحداثياتها الكروية فالعلاقات الآتية 


2 > 2059© , YJ =rsihpsin0 , Xx = rsin o cos § 


تعين الاحداثيات الديكارتية لنقطة بدلالة احداثياتهلا 


الكروية ,كما أن العلاقات الاثية : 


إلى 








EET 
Pram RTE , o =eee ج چچ ےم د کے‎ 
تعين الاحداثيات الكروية للنقطة بدلالة إحدائياتههس سم‎ 
٠ الديكارتية‎ 
الوسط)ء. الموجهة والتجيبات الموجهه لمتحى في القراغ:‎  )1.7( 


1 وسطاء التوجية ١‏ 


ب 
بفرض "4,١‏ مركبات الشماع ۷ في القراغ :لمجومة 
المستقيمات أو. المحاور او الاشعة الموازية لهد! الشعاع يكون لها 
تفس متحي الشعاع 0 «لدلك يمكن آن نقول + ان كل شعام مه ل 
(sa, )‏ بيعين منحى في الفراغ ,والمقادير السلميةج رورم 


تسمى وسطا * توجیه هذ) المنحى إو آمشال توجيهه شكل ٠)۷(‏ 


نستنتج من هذا التعريف ان شعاعين متوازيين يعينان متحي 
چ چ 
واحداءفاذ! كان (<2وورم) زاء ('جر'ن,'م)'لا شفاعيين متوازبب ن 


( مرتبطين خطيا ) عندائذل نكتب ١‏ 


7/7 «< ¥¥¥ aso 


وبالتالي نكتب : 
0171 “دعر , q = Aq‏ ,+ ”معدم 


نستنتج من هذه العلاقة أن : 
r‏ 





q 
و ا‎ )1.7.2( 
23 م‎ 96 2 


¥ 





شكل (۷) 


فالعلاقة ( 1.7.2) هي الشرط اللازم والكافي لتوازيمنحنيين 
ونلاحظ من العلاقة ( 1.7.1) أنه اذا انعدمت احدى مركبات الماع 
فان المركبة المقابلة لها للشعاع /اتتنعدم ايضًا »فمثلا اذا كانت 

0= فان ۲0 وفي هذه الحالةيكونكل من الشعاعين لا, ' لا عموديا 
على المحور 02 وعندئذ يكون شرط التوازي مقصورا على تحقيق 


التشاسب ؟؛ 





مشال (١)؟‏ 


الشعاعان ( 2,3,6)لا و (4,6,8)'ل/ا يمثلان منحئيين 


متو أازيين لان العلاقة (1.7.2) محققة ٠‏ 


A 





مشال(۲) ۰ 





ِو جه 
الشعاعان (0,2,1(,)0,1,4)'لا يمثلان منحنيين يعامدان 


العحور ×0 وشير متوازيين ٠‏ 


؟ جيوب تمام التوجيه * 





1 رسمنا من مبدا الاحداثيات شعاع الواحدة. 0 الذي مركباته 
على المحاور الاحداثية هي : وديم موازيا لشعاع المنيمى 
چ 
۷)١ (‏ فيمكن ان نقول : ان الشعاع ن يمثل نفس المنحى المعين 


بالشعاع ۷ شكل (۸)ء 


فاذاكانت (و8,ر8,ر8) اللزوايا التي يعنعها الشعصاع 


مع المحاور .الاحد اثية 02,له,»اه على الترتيب فان 6 
)1.7.3( و8 يمه > 8 س OM,‏ 


ت و 
فالمركبات ¥ راع الواحدة ا على مح اور 
الاحداثيات تسمى بجيوب تمام توجيه هذا المنحى لانها تساوي جيسوب 
هه 
تمام الزوايا ٩,0,9‏ وبمه ان 1 -دإن أفان جيوبتسام 


التوجيه ترتبط فيما بينها بالعلاقة : 


a 4 8+ 1 | (1.7.4) 


6 











فاذا اسقطنا هذه العلاقة على المحاور الاحداشية الثلاث نجد: 








CEB)‏ العلاقة. بين وسطاء توجيه . وجيوب تمام توجیه متحی معلوم. 
: 55 
بفرض ٣(‏ ,و ,)ا شعاع توجيه منحنى معلوم و( ادر ا r‏ ا 4 = م = 
جمججور Tg gy ge‏ 
تعاع الواحدة. الموازي له مندئذ نكتب : P" + q? + SS‏ + "ولام 
ني إث] د" 
7 هذه العلاقات الثلاثة تعطي جيوب تمام توجيه منحى بدلالة 
وسطاء توجيهه ۰ 
مثال ٠‏ 
چ 
عيّن جیوب تمام توجيه المنحى المعين بالثعاع (2-,۷)1,2 ر 
بتطبيق (1.8.1) نجد : 
2 1 
2 م وج ےا و جد &« 
ملاحظة : . 
فتن 


يمكن تعيين منحى في الفراغ بنقطتين معلومتين( ر2 ۷1 ×) ۲ 
20 وولادج*) ج11 .فآقول ان هاتين النقطتين تعينان منحى لي 
الفراغ وسطاء توجيهه هي مركبات الشماع ر1 آي ٠:‏ 


P=xg =X, ۹=Y2 =7, = ر2 ر2‎ 


وبالتنالي فان جيوب تمام توجيه هذا المنحنى هي 6١‏ 





شكر ۸) 
5 ا 2م - - 
وبالتالي : چ تحت ل , للحلا د وار شح -ء 
اح سام | IMM, | I MyM, | IMM‏ 

1 vj 3 

3 00 : 
مس تل = 1 مشال : 

عيّن وسطا” توجيه وجيوب تمام توجيه المنحنى المعين بالنقطتين 


0٠ 





حيث 


‘M( 4, 3 1) ( 2,1,0) 


١‏ وسطاء التوجيه ٭ 





1-0-1 سخ 2ع 31 BESTI;‏ 


ل جيوب تمام التوجيه ؛ 





2 2 
2 بسح 8 و i‏ 


1 

3 

أن امشال توجيه المناحي موازية للمحور “0 هي (8,0,0) 
0 بم م لان هذه المناحي تعامد المحورين 02,0۷ ٠.‏ 

أما المناحي التي توازي المحورين بره,02فامثال توجيهها 


(0,9,0) ,(#,0,0) علىالترتيب ,كما آن جيوب تمام توجيه هذه 


المحاور هي , (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) على الترتيب ٠‏ 


) الزاوية بين منحنيين( أو مستقيمين‎  )1.9( 


حب 
اذا كان 0 مستقيما منحاه معين بالشعاع VPs)‏ 
چ 


ووم مستقيم منحاه معين بالشعاع (ر ٣رر‏ رر )را «وكانست 8 
و 

الزاوية الكاشنة بين الشصاعين 5 ,را شکل() عندئد سب 

تعريف الجدااه السلمي لشصامين نكتب ؛ 


Vy. = رلا‎ | lu, 008 


oY 





ىم 


تكون 8٠‏ زاوية حادة وسالبة عندما تكون 8 زاوية منفرجة :ذه 


باتجاهي 





نلاحظ أن الطرف الايمن يكون ذا قيمة جبرية موجبة عندمها 


1 


اما في حالةهمستقيمين( أو منحنيين) فيمكن إهتبار الزاوية 


5 :و9 ,94 + وظطرط 


د 
لا وولاء 


or 


cos Û - 


الاشارة تفيدنا في تعيين الزاوية الكائنة بين محورين موجهيسن 


بينهما هي الزاوية 8 آو مكملتهاء 


فاذا عرفنا الزاوية بين مستقيمين بانها الزاوية الحنادة 


'الكاكئة بيتهما عندثذ نآخذ الطرف الايمن بالقيمة المطلقة فقط آي ؟ 
.09 ورج + رو cos 0 LFo Fo + qi‏ 
V pr F pF FF‏ كر + كرو + تر 


وفي حالة تعامد المنحثيين تكون "ل -م وبالتالي يكون ١‏ 
)1.9.2( 5 0 عوعرم +جيوره PP2*‏ 


هو شرط التعامد ٠‏ 


واذا تعين المنحيان بجيوب تمام التوجيه يكون : 
إرجره رق 8 ع ردره! » 0 كمع 


وشرط التعامد يصبح 6 


1 Ga + PB Br رب بن‎ = 0 4۱.9.3) 


(1.10)- انسحاب جملة المحاور الاحداثية : 


بغفرض 0×2 جملة محاور احداثية ( قاعمة أو مائلة) .ولتكتن. 


جد جد ج ية 5 
ل 1 اشعة الواحدة المحمولة على المحاور 02 ولاه ولاوعلى 


, , k 
a07 اذا طبقنا على هذه الجملة: انسحابا معينا بالشعاع‎ ٠ الترتيب‎ 
تآخذ الوضسع‎ )٠١(لكش‎ (x02 حيث 0 نقطة احداثياتها‎ 
الجديد 2 وتكون “© ,“0 ,10 اشعة الواحدة المحمولة على‎ 


المحاور الجديدة 2 ولا0 و 0 ٠‏ 


of 








کل (۱۰) 
جملة. المحاور الجديدة. نشات عن الجملة 


الاليسة 


وہ ه- 5 
بانسحاب فقط فان آشعة الواحدة حر ,0 , 1 تكون مساوية لاشعصة 


ج د ا 
واخ 8 ر ,”1 على الترتيب ٠‏ . 


بها آن ج 


احد اشياتها ,2 ول 9× 
7 تكون احد اثياتها الجديدة. XyY,2‏ 
:إحد اثيات النقطة ۸ منسوبة للجملة الاطية والجملة 


. ولنوجد العلاقة بين 
الجديدة.٠‏ 
من الشكل(١٠1)‏ لدينا العلاقة الشتماعية ١‏ 

ا 


ود سج 
oM = o0 + OM‏ 


ومنها نجد : 


ی ا ا 
+Yyj + zk = xo + yj +z + XP + YF + ZR‏ %1 


eo 


ويما آن ٠‏ 


KF = K 


چ 
لإ 


١ يكون‎ 


+ چ ¬ > ج ا 
k‏ )2 مف ع زرلا + xi +yj + zk = (FX) + Vo‏ 


ومنها نجد „ 


y=y+Y , 2= 42 (1.10.1)‏ , #4 لوعي ضير 


هذه العلاقات تربط الاحداثيات القديمة بالاحداثيات الجديسدة 
وتسمح لننا بحساب احداها بدلالة الاخرى ٠‏ 
مشثال(۱) , 
لتكن (1-,1)1,2 نقطة هن الفراغ منسوبة إلى الجملةzر×م‏ 
عيّن احداثيات هذه النقطة بالنسبة لجملة جديدة ناتجة علن الاولى 
با نسحاب معين بالثشهام > 
اج د چ لت 
3.4 - و 2 - 1ع o00‏ 
الحل ٠»‏ 
ان المركز الجديد للجملة هو النقطة (3-,2-,0)1 بتطبيق 


دساتير الانسحاب ([.1.10) نجد.» 


س 
1 


1-27 , ¥+2-=2 ورلا + 1 


1ه 


من المعادلة 





مثال(۲): 





عيّن الانسحاب المتاسب للجملة: 2يربره بحيث تحذف الحدود الخطية 


١ الحل‎ 


نفرض أن مركز الجملة الجديدة هو النقطصة (ن*:ملا:م 


الآتبية » 


مع 1 ابول 22 بزع دقر 


0(x 


بتطبيق دساتير: الانسحاب : 


2 لدي سدع ل لالط وا ”7 , 


1 دوع > م 


تصبح المعادلة المعطاة بالشكل : 


FY) + 2 (xg 4 XK) 4 (yy + ¥) 1 =0 


Û F XJ" + (x, + X) (yy 


بفك الاقواس وترتيب الحدود تصبح بالشكل : 


F DY F xo" F xgyo + 2x لو‎ 10 


وکي تنعدم الحدود .الخطية في هذه 


X4 XY + 2x Foye + 2) X + (, 


المعادلة يجب آن تكون 


آمشال الحدود الخطية مساوية للصفر 2 أي : 


يحل جملة هاتين المعادلتين نجد ١١.‏ 


5 


= 0 


2x, + ye + 2 = 0 xo +1 =0 
3 5 


JY = 0‏ , حت 


ج لان المعادلة: الاخيرة لا تحوي حد! خطيا في 2 ٠‏ 
0 


ov 


فالمركز الجديد هوق ؟ 
)1,0,0 2م 

وبالتالي فالمعادلة الاصلية تصبح بالتسبة للجملة الجديدة 
بالشكل ؟ 
. 3727-2-60 ب تير 

نستنتج من هذا المثال آن الانسحاب المناسب لجملة المحاور 
الاحداثية يحذف لنا الحدود الخطية من المعادلة الاطية »ويالتالي 
فان الشكل الجديد للمصادلة يسهل علينا التعرف على الشكل الهندسي 
الذي تمثله: المعادلة. 


(1.11)-. دوران جملة المحاور الاحداثية القائمة حول احد المحاور 


ال سس سس يسيس يسيس يي صب ياس سه 


بفرضى <لإ»اه جملة محاو. احداثية قائمة ومباشرة 2ولنفرض 
أننا طبقنا على هذه الجملة دورانا مباشرا حول المحور7ه بزاوي 
جبرية 8 عفحصلنا على الجملة الجديدة. 2الاه شكل(!1)* 


چ 


ولتك » و2 E‏ آشعة الواحدة. المحمولة على محاور 
الجملة: الجدبدة ٠‏ 

ولتكن N"‏ نقطة من الفراغ احداثياتها z,رر,»×‏ بالنسبة 
للجملة الاطلية و 6,7,7 احدائياتها بالنسبة للجملة الجديدة 
ولنوجد العلاقات التي تربط احد اثيات النقطة في الجملتين ٠‏ سملن 
الشكل(١١)‏ لديدا  ٠‏ 


1 «- ھج چ و 
J+ ZK CLARE‏ لا oM = XK I+‏ 


لك نه 


مه 








شن (11آ! 


م عا 
sin 0F +o‏ + 6501 م 1 


-4 


> 
= cos ( 0+ 3 + cos j لمي‎ 


x 


> ج‎ 
i 


ج 
1# حك ونه عن 5-869 
آو باختصار ۰ 


T (cos 6 sin § 7 0 چ‎ 
, 00م‎ , 3 (—sin 0, c0s0 , 0) ,„, K(O,.0,1) 


باسقاط العلاقة (1.11.1) على المحاور الاطية نجدة 


Xx = Xcos 0 — Y sin § 
y = Xsin 0 + Ycosê (1.11.2) 


2 مج 


واذا تم الدوران حول المحور ×0 بزاوية جبرية هشكل (؟١)‏ 


,تنجد بمورة مماثلة لما سبوقان *» 


عدر 
y = ¥ cos 0 — Zein Û (1 11.3)‏ 


z= Ysin û + Zcos § 





شکل (۲) 


5 





كذلك اذا تم الدوران حول المحور لإن بزاوية جبرية ۾ مكل 
(؟١)‏ نيد ٭ . 
X= Zsin Û + X cos § 1‏ 
yy (1.11.4)‏ 


Zz = Zcos Q— X sin Û 





Xx 


شکل (۱۴) 


١ ملاحقات‎ 


للدم 1 : 
العلاقات (0.11.3(/)1.11.2:( 114 .) تسمح لنا 
“ا للشقطة " بدلالة إحداثياتهللا 


ان 
يحساب الاحد اثيات القديمة 2ولامر 
الجديدة. ۲,2,× وزاوية الدوران 8 ,كما تسمح لنا يحسبالاحداثيات 


11 


الجديدة. للنقطة بدلالة. احداثياتها القديمة وزاوية الدوران. 8ءوذلام 
بحل جملة: المعادلات الواردة. في كل من العلاتات الثلاثة السابقة,ءكملا 
يمكن الحصول على ذلك مباشرة من العلاقة الشعاهية :. 


وه و 


57 
CH]‏ > جر بج فى بواج 1 يا ح لاه 
ففي حالة: الدوران حول المحور 02 بزاويةجبرية 8 يكون ١‏ 
+ ج ج 
i :” cosO0 I1 + es )0 + (1 + oK‏ 
> عد ج د 
i = cos I —sinê J + oK‏ 


كذلك یکون ۰ 


ع = -_- 
لاه + [ 0ومع + 1 لزاه 


39 
سے 
|2 ده 


ج 0 ج 
j = sin 01 + cos0J +oKk‏ 


كذلك یکون : 
ا o1 For‏ = 


باسقاط العلاقة ( 1.11.5 ) على المحاور الجديدة تجد + 


X = x cos Û Fy sin § 





¥ = — xsin § + y cos (1.11.6) 


2 ده 





ف'علانات ( 1.11.6 ) تعطي الاحداثيات الجديدة. للشنشقضة 
بدلالة احد اشياتها القديمة وزاوية الدوران 8 * 


1 قارتا العلاقات (1.11.2 ) بالعلاقات (1.11.6 ) نلاحظ 
ان إمخال الاسطر في الملاقات(2 :1.11 ) إصبحت أمثالا للاممدة. في 
العلاقات (1.11.6 ) ء كما يمكن آن لاحك إن العلاقات ( 1.11.6 ) 
يمكن الحصول ملينها مباشرة من العلاقات 1.11.2 ) باستبدال كل 
× ب لا وكل لا ب ! وكل 2 ب 2وكل 8 ب 8-. وهذا يمكن ادراكة 
بسهولة ءلاته لو دارت الجملة 27 حول المحور<0ن بزاوية قدرها(8-) 
لانطبقت على الجملة- القديمة ٠‏ كذلك يمكن ان نقول كلامامماثلا لما 
سبق في حالة- الدوران حول المحورين 0,لا0* 
مشاك :د : 

لتك 3 ,2 و81)1 نقطة من الفراغالثلاثي المنسوب الى جملسة 
المحاورالمتعامدة. <بإعاوء ميّن احداثيات هذه النقطة بالنسبة لجملة 


محاور إحداشية 2ه ناتجة على الجملةة: الاولى بدوران حول المحسور 





x 
۰ 0= جه معين بالزاوية چ‎ 
الحل ن‎ 

بتطبيق العلاقات ( 1.11.2 ) تنجد ن 


¥ 








: r E. xX V3 

)1( 7 ج س س ہو۷ س سو ووه × 1 
E ENT £‏ من عوك 

2= XK sin 3+ ۷ 05 س‎ = 3 “+ 3 (2 
3- 2 ىن‎ 


r 





من (1 ) نجد .> ب 
2= لوي دخا 


من ( 2) نجد 6 VTKHY=4‏ 


بحل جملة. المعادلتين ( 1 ) و( 2 ) نجد + 3 3 
ودج | نكاسو ,7+ x=‏ 7 0 


ويمكن الوصول الى نفس النتائج بتظبيق مباشر للعلاقتسات 
(EIS,‏ 1 1 


چ + لد - ج 25 + .م = × 


ےا دک اك وزو ناه 
gr +1‏ - جوم 2 + سے ملو Y‏ 


2-3 
(1.12) الحالة العامة تغيير جملة: المحاور الاحداشية + 
بفرض جلإلان جملة محاور احداثية قائمة اي مائلة ولتكن: 


ها جا 
J‏ 


>" , لذ آشعة الواحدة محمولة على محاور هذه الجملة الشكل(4١)‏ 


, 

ولتكن 0×۷2 جملة جديدة. معينة بجركزها الجديد (xos Yg}‏ 
جد ج چ 

وياشعة الواحدة. ) و ل ,و 1 المعين كل منها بمركباته الثلائة 


على: المحاور. الاصملية ٠‏ 





7 و 
فاذا كانت و81 دويةدررة مركبات الشماع ] على للمحاور 


جه ولإن, يزه على الترتيب عندكد يكون ؛: 


)۱٤( شكل‎ 


8 34 





+> ج‎ 
TT aa Ca 0.12.) 


4 چ 
واذا كانت 321,322:325 مركبات الشعاع [ على المحاور 
2 رلاه ,5 على الترتيب عندئذ يكون : 


فكت 35 و ه- 


(1.12.2) 32 + 3 ووة +1 روة ا 


چ 
وبالمشل اذا كانت ووة«رو3١روة‏ مركبات الشعاع ») على المحاور 


6 بن على الترتيب عندئذ يكون‎ , OY, Oz 


ج ھ. بت هم 


K = ووة + ل 2و +1 رو‎ k CEIRS 


كذلك فالمركز الجديد للجملة معين بالعلاقة ؛ 


Ye + zk (1.12.4)‏ + 5 = 0ه 


ولتكن 1 نقطة من الفراغ الثلاشي احداشياتها رر,»× بالنسبة 
للجملة الاطلية لياه واحدائشياتها 2 بالئسبة للجملة الجدييدة 


2 . من الشكل(4١)‏ نكتب العلاقتين الشعصاعيتين : 


.و و 


oM xij + +k 

+Z ¥‏ زعا ب ”7 جا د لزه 
ولنوجد العلاقات التي تربط الاحداثيات الجديدة 2ر۲,× 
بالاأحداثيات القديمة لوكا للنقطة ر 


من الشكل (14) نكتب العلاقة الشماعية : 676 1 06 > الام 


ج ج اه جد جد 
ER (1.12.5)‏ ريا + oM = o0 +XI‏ 


21 





باسقاط هذه العلاقة على محاور الجبلة zر×0‏ والاستفادة تنخ 


'العلاقات (1.12.1 ) )1.12.2( ( 1.12.3( ( 1-12.4) فج : 


5 5 xo + Xeyr + Yay, + Za, | 
Ym Yo ¥ Xera + Yay 4 Zey (1.12.6) 


7 ™ ال‎ Xan | 


e‏ و د 
zk‏ + ولا + 1 x‏ = 00 
فان 55 چ ج پا 9 
1خ 1 و K=k, J3J = j‏ 
وبالتالي : 
محية /, 0 ديه ٠‏ لك 
ومصيرة ( السيرة , 0 


=0 , m0 | ريع‎ 


وعندكذ العلاقاح( 1.12.6) تصبح 6١‏ 


X= x +X 
Yoyo +¥ 
2= 2 + 


وهي نفس العلاقات الواردة في ( 1.10.1 ) ٠‏ 


1Y 








تميحهة (؟) 


مح حت 
ادءا كابت الحمله 2ر×0 متعامدة. وكانت الحملة الحديدة 0×۷2 


باتحه عن الاولى بدوران حول المحور 07 براوية حرية 80 ›فاں 


a, = cos 0 aj, & sin 0 3 ™ 0 
ag, 2 — sn a4, = cos 0 a * 0 
iı =” 0 ع روة 0 رو‎ ١ 


وصدكد العلاقات (1.12.6! ) تصح 


مرولا - 050 6 د ع 
١ 560‏ + 0م65 دو 


2م 


وهي نفس العلاقات الواردة. في ( 11.2 1 ) 





¬ 


۲ 


- 


£ 


1 


¥ 


)١( تمارين‎ 

خت 
68 مثلث رو *وصة C(6,10,10) , 8(1,0,-5( ,A(6,-10,0(‏ 
اثبت آنه مثلث قائم ثم اإحسب مساحتة ومحيطه ٠‏ 
8 مثلث رو*وسه (3, 1,2 )شم (1-,8)2,1., (2,4,2) 6 
عيّن نفطة تلاقي المستقيمات المتوسطة في هذا المثلث ٠‏ 
ارسم شكلا يبين موفع النقطة (8)1,2,3 بالئسبة لجملة 
ثلاثية قائمة ثم أحسب بعد هذه النقطة عن المحاور الاحداثية 
ومبدآ. الاحد اثييات ٠‏ 
عيّن زوايا المشلث الذي رو“وسة(0)1,2,4(,8)1,0,2(,8)2,1,2 
اوجد الاحداثيات الاسطوانية والكروية للنقطة (2,1 ,3 لا 5!)2 
أوجد -الاحداثيات الديكارتية والكروية للنقطة | المعينة 
بالاحداثيات الاسطوائية ۽ إ =£ . چ٥‏ 220و 
سطح معادلته الديكارتية : 0= x 2+ 2x+4y-5‏ 
آوجد معادلة هذا السطح بالاحد اثيات الكروية ٠‏ 
أوجد أحداثيات منتصف القطعة المستقيمة ۸8 الا علمست أن 

4K 


۸ معينة بالاحداثيات الاسطوانية( 2 = 2 ,چ 1= (e‏ 


و ا يا الكزوية( ل = ور = 0 ,2=( 
برهن ان المستقيمْ الوإصل بين النقطتين ‏ (3-,5,2 )8 

(6,1,4) 8 يوازي المستقيم الواصل بين النقطتيسن 
D(-1.-4,13),£(-3.-2,-2)‏ . 


51 


؟1- 


—-۳ 


¬٤€ 


¬ 


۸ 


قرف D(3,4,-2) ,C(1,2,-6),8(3,5,-3) , A(2,3,-1(‏ 
روء*وس رباعي وجوه آثبت ان 88 بعامد 600 ٠‏ 
و جد .الشكل العام لوسطاء توجيه المتاحي الموازية 
للمستويات الاحداثية ٠‏ 
أوجد وسطاء توجيه ثم جيوب تمام المنحى الموازي للمستوي 
/ا0ا والذي يعامد المشحى المفعين بالشعاع 1 00 
عيّن الزاوية الكاكنة بين المستقيم المعين بالنقطتين 
(3,2,4-) م , (8)2,5-2 والمستقيم المعين بالنقطتين 
٠80)4,2,3( ,6)1:-2,2(‏ 
آثبت أن النقاط (2,3-4) هر (8)5,4-6,(نا!- ,7,8 ا 
تفع على استقامة واحدة ثم عيّن النسبة التي تقسم بها 
النقطة 8 القطعة المستقيمة ‏ 036 ٠‏ 
أثبت ان النقاط R(8,-7,6) ,Q(-2,5,2), P(3,-1,4)‏ 
تقع على استقامة واحدة ثم عيّن النسبة التي تقسم بها 
النقطة 0 القطعة المستقيمة ۴۴ ٠‏ 
؟وجد الئسية التي يقسم بها كل من المستويات الاحدائيبة 
المستقيم الواصل بين النقطتين B(3,-5,8),A(-2,4,7) ١‏ 
اذا كانت |8,ر8 ,و8 الزوايا التي يصنعها مستقيم مع 
اتمحاور الاحداشية :اشبت أن ؛ 2 كت رن تود + ,0 ثمزة + ,0 *مأة + 


مستقبم يصع مع المحور ×0 زاويقب .ومع المحسور ل » 


1١ -‏ كف 
و كك عيّن الزاوية التي يصنعها مع المحور 02 ٠‏ 


-1 


1 


-۲ 


~۳ 


آوجد جيوب تمام توجيه المستقيم الذي يصنع زذايا ع و ا 


متساوية مع المحاور الاحداشيةء 


مين الائسحاب المناسب لجملة. المحاور الاحداثية القائمة 


كي تحذف الحدود ‏ 'الخطية من المعادلة الاتية 6 


×+ +22 x + 4y -2z -2 = 0 


سطح معين بالمعادلة , 
م بسع + رتت 22 4 x+y‏ 

عن زاوية الدوران 8 حول المحور دم لينعدم الحدالمستطيلي 
في هذه المعادلة ٠‏ 

سطح معين بالمعادلة : 

4y + 22—4 =0‏ عه ست ب ترق ل رورم ل 5 

مين الانسحاب المشاسب ,ثم الدوراتن المتاسب لجملة المحاور 
بحيث تحذف الحدود الخطية والمستطيلة من المعاملة السابقة. 


آوجد معادلة المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ التي 
نسبة بعديها عن النقطتين (2-,2,2-)8 , (3,3-,3) 8 تساوي 
٠ 2/3‏ 

تتحرك نقطة في الفراغ بحيث يكون بعدها عن المحطور ام 

يساوي ثلاثة آمثال بعدها عن المحور 02 »اوجد معادلة المحل 


الهندسي لهذه النقطة. 


Y1 


آوجد معادلة المحل الهندسي لمحمومة نقاط الفراع التي 
يكون مجموع بعديها عن النقطتيس الكاسسين ( 2,3,4 )8 
(3,4-,2 ) 8 يساوي 8 


wo0000966 


Yr 





امم ّا 


المستوي 


(2.1) - تعريف المستوي وطرق تعريئه : 
ب ا ا مم 


نعرف المستوي بانه سطح غير فحدود اذا اشترك معه مستقيم 
باكثر من نقطة انطبق عليه في جميع أوضاعه. 


ويتعين المستوي بمستقيمين متقاطعين او متوازيين آو بثلاث 
نقاط ليست على استقامة واحدة آو بمستقيم ونقطةخارجه عنه ٠‏ 


ويتعين المستوي آيضا بصورة وحيدةسمعرفةنقطة منه ومستقيم 
يعامده. اعتمادا على النظرية الآتية : 
من نقطة خارجة عن مستافيم(أو واقعة عليه) يمر مستى وحيد 
يعامد هذا المستقيم. وسوف نستخدم هذه النظرية كنظرية أساسية 
لايجاد معادلة المستوي ٠‏ 
(2.2) - معادلة مستؤ يمز من نقطة معلومة ويعامد شعاما معلوما: 


لتكن 2ء لاء ں×) 1 نقطة معلومة ولنمرر منها مستويا ۴ 
يعامد الماع (ا e (o,‏ هذا الثعام يدعى بالشعاع الشاظم على هذا 


المستوي حيث موو,ومركبات هذا الشعاع وتدعى وسطا ١‏ توجية منحى 


vr 








. الشاظم ( أو أمثال توجيهه) . شكل (19). 





شكل (16) 


ولتكرز2رو,2)/انقطة متحولة في هذا المستوي 2,ففي جميع 
النقطة في ب المستوي يكون الشفاع CRs‏ عموديا علسسسى 
الشعاع الناظم |( »فيمكن اعتبار المستوي م بأنه المحل الهند 
للنقاط 4 التي من أجلها يكون , 0 


ل 
MM N‏ 


¥ 





: وبالتالي يكون‎ 
TEE Rs 0 1.1) 


هذه المعادلة تدعى بالمعادلة الشماعية للمستوي م المان 


من النقطقى!! وتهاع ناظمه الشعاع 0 
وتعبر عن المعادلة( 1.. تحليليا بالمعادلة ١‏ 
r (2 — zy) > 0 (2.1.2)‏ + ررس برا P (x — zo) + q‏ 


وتكتب بالشكل : 


(PXo < qy + rz 





Px + qy + rz — 


وتكتب باختصار بالشكل ٠‏ 
م 
)2.1.3( | ود زجع + pk + qy‏ 1 


کت ا ا س ا 





h =: — (pxo 4 qy 4 بت ع لم7‎ 


فاذ! رمزنا للطرف الايسر من المعادلة( 2.1.3 ) بالرمز 


١ عندكذ تكتب بالشكل‎ P(xyy,z) 


P 3.2) = px + q+ rz +h = 0 ° (2.4( 


وتدعى بالمعادلة العامة للمستوي ,ورهن معادلة خطية فلي 


المتحولات 2,لار“ا* 


Yo 


وبالمكس سبرهن آن كل معادلة حطية في المتحولات لاك 
من الشكل . 


Ax + By + Cz +D = O0 (2.1.5} 


هي معادلة مستو ٠‏ 


ان المعادلة( 2.1.5 ) يمكن أن تكتب بالشكل ٠‏ 


4) +2) + BO —o) + ود ودعء‎ 


حيث 
0 كردم 

ونلاحظ أن المعادلة الاحيرة هي عبارة تحليلية للحسسنداء 
السلمي لشصامين متعاهدين «الاول ( ۸,8,۲0 ) ١‏ شابت,والشالي هو 

چ— 
الماعم لار الذي مبدوءه النقطة الشابته (0,0, © ).م وبهايته 
/النقطة المتحولة (2,لار»*ا)!! ٠.‏ فالمحل الهتدسي للنقطة !ا هو المستوي 

چ 

المار من النقطة e‏ والعمودي على الثهاع ١‏ الذي مركباته أمثال 
ا في المعادلة(2.1.5 ) ٠‏ 


٠ المستويات الخاصة‎  )2.2(| 





وجدما في الفقرة السابقة أن المعادلة العامة للمستوي هن؛ 


P (ys) =e px F qy + rz +h = 0 


لسدرس الحالات التي يكون فيها بعس الامثال معدومة. 





١ لنفرض أن 0 = ا مندفذ المعادلة تصبح بالشكل‎ ١ 


px + qy + rx == o 221)‏ اللشان 

نلاحظ ان هذه المعادلة تتحقق من أجل النقطة (0,0ره )0 فهي 
معادلة مستو يمر من مبد]. الاحداثيات ٠‏ 

+ لنغرض أن 0دخر فالممادلة تصبح بالشكل : 


P (xyz) = px + qy + h = 0 2.22 


نلاحظ آن هذه المعادلة تمثل مستويا يوازي المحور 02 لان 
وسطاء توجيه منحى الناظم في (ورو,م) أي أن مركبة الماع على 
المحور ومعدومة وبالتالي الثعام ا امد المحور 2ه فالمستوي 
۶يوازي المحور 07 ۰ 
+ لنفرض ان 0-0 فالمعادلة العامة للمستوي تصبح : 


P(xyys2) = px+rz+h =0 12 


وهذه المعادلة تمثل مستويا يوازىي المحور لإه لان وسطلاء 
توجیه منحى الناظم هي(0,7,م) آي أن مركبة الشساع ١‏ على المحور 
oy‏ معدومة وبالتالي الشعاع ۸ يعامد المحور ره فالمستوی ۶° 
يوازي المحور به ٠‏ 
4 لنفزض ان 0م فالمعادلة العامة للمستوي تعبح ١‏ , 
P(xyy,Z) = qy + rz +h = Û‏ 


وهله المعادلة تمثل مستويا يوازي المحور ×0 لان وسطاء 


YY 


. إن د 
توجيه منحى الناظم هي( , و , 0 ) أي أن مركبة الثعاع إ١‏ على 
چ 
المحور “اه معدومة وبالتالي الشعصاع ۸ يعامد المحور ×0 فالمستوي 


م يوازي المحور بره ٠‏ 
م لنفرض آن 7-0 -ن فالمعادلة العامة للمستوي تصبح 6 


P(xgy,yzZ) sz px +h = 0 (2.2.5( 


١ ومنه‎ 





ان هذه المعادلة تمثل مستويا يوازي مستوى الاحداثيات 2لإه 
ويبعد منه بمقدان شابت قدره 3 الان وسطاء توجيه متحوالشاظم هلي 
.٥,٥ (‏ م ) وهي مركبات شعاع يوازي المحور “ام فهو عمودي على 


المستوي يه عندئذ فالمستوي(2,2.5) يوازي المستوي 2ره »ومن جهة 
قا أن المعادلة 2 - »× تدل على أن جميع نقاط هذا المستوي لهسا 
قسن الفاصلة الثابتة © وبالتالي فهو يوازي المستوري 0/2 ٠‏ 

واذا فرضنا في المعادلة ( 2.2.5) أن 0 - ايضا عندعكذ 
0 ات وبالتالي 0 - » وهي تمثل معادلة المستوي ره لان المستوي 
uye‏ هو المحل الهندسي لمجموعة النقاط في الفراغ التي فواصبها 
تساوي الغفر وبطريقة مشابهة للمناقشة السسابقة ,جد وة آن 
المعادلة 6د و تمثل مستويا بوازي مستوي الاحداثيات 02 والمعادلة 


(]-ما تمثل معادلة دستوي الاحداثيات ‏ 0×7 ٠‏ 


Y4 





كذلك المعادلة 0 - 2 تمثل مستويا يوازي مستويالاحد اثيات 


٠ والمعادلة 0-< تمثل معادلة .مستوي الاحداثيات الإعره‎ oxy 


مثال(1): 





آوجد معادلة مستو يمر من النقطة (1,2-,1 )نا ويعامد 


ھ 
الشعامع ٠ N)2,1,2(‏ 


١ الحل‎ 


ان وسطاء توجيه منحي التاظم هي (2,1,2) ولنفرض أن 
M(xyysz)‏ نقطة متحولة في هذا المستوي عندئذ تكون معادلة المستوي 


: هي‎ 
2(x-1) + 1(y+1) + 2(2-2) = 0 


بفك الاقواس والاملاح نجد + 
2x+y+2x- 5 =0‏ 


طريقة ثانية : 
ان معادلة المستوي المطلوب هي من الشكل ؛ 
r7 + h = 0‏ زه الفا 
نعوني مرو,خ بما يساويها مجد 50 


AX Fy + 22+ h =o 


وبما آن العستوي يمر من النقطة ‏ (1,2-,1) ر۲ فاحد اثیاتهاي 


114 


تحانق المعادلة. السابقة فيكون ٠>‏ 


نعوفى | بقيمتها في المعادلة الاخيرة تنجد . 


0 22-5 بير + »م2 


مثال(؟)؟ 





اوجد معادلة مستو يمر من النقطة (1,2,1-)۸ ويعامد المستاقيم 
المار من النقطتين(2,4,5(,8)1,3,2)] ٠‏ 


الحلء 


ل 
ان متحى لناظم المستوي المطلوب معين بالشعاع 80 ,فوسطاء 
توجيه هذا المتحى هي ٠‏ 


r= S—2=3 , qm 43-1 Bm SS 
اذن معادلته ۽‎ 

( + D + (y— 2) + 3 (2 — |) =o 
١ ومنة‎ 


1 + +324 =o 
.)۲( مثال‎ 





هيّن جيوب تمام توجيه منحى ناظم المستوي , 





2x—y+ 22— 4 =o 


ان وسطاء توجيه متحى الناظم لهذا المستوي هي آمثال 2ولارم 
في هذه المعادلة فتكون وسطاء التوجيه هي : (1,2-,2) وبالتالي 


تكون جيوب تمام التوجيه : 


2 


-- 2 
چ کب 9 ع8 8 a‏ 


. المعادلة الناظمية لمستى ۽‎  )2.3( 


ا س 
سنوجد معادلة المستوي بدلالة: جيوب تمام توجيه الناظم على 
هذا المستوي وطول العمود النازل من المبدآ. 0 على المستوي ٠‏ 


لتكن ١‏ المسقط القائم للنقطة' ت على المستوبي المفروض 
ولنفرض ل بعد .النقطة 0 عن المستوي ٠.‏ 
7 مم ل 
وليكن ١‏ 7 02282) إا شعاع الواحدة. المحمول على الشعصاع 


الناطم ”0# الموجه دوما باتجاه ”01 فتكون احداشيات ١هي‏ , 


Xx = dcos 0, = da 
Yo = dcos.@, = d8 


dcos O, = dy‏ = و2 
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شکل (15) 


ولتكن (2,رو×)1 نقطة متحولة: في هذا المستوي 2فالمعصادلة 
الشماعية لهذا المستوي هي 6 
HH. u = 0‏ 
والمعادلة التحليلية لهذا المستوي هي ؛ 
a (x — da) + Ê (y — dÊ) ¥ Y (Z2 — dy) = o‏ 


ويعد الاصلاح تكتبا بالشكل ؟ ١‏ 


ax F Py + yz— d (a + مكب + 2ق‎ 


AT 





a + 81+ عاتب‎ [1 


ومندكل المعادلة السابقة تصبح : 


2.3.1 مق دير درق + ax‏ 


ويمكن إن نجد بسهولة آنه يمكن ارجاع المعادلة العامة 
للمستوي ٠:‏ 
محم بم + هه PX‏ 
الى الشكل ( 2.3.1 ) وذلك بتقسيم طرفيها على المقدار 
FTF‏ فتحصل على ؟ 
EE 0‏ 
ملحجحب ددر و در 1خ او 1 


r h 
جم 7 وام‎ ° 


h 
ax F By + yz + Vrq i T° 


لكن في العلاقة (2.1.3) فرضنا أن ١‏ 


2ع بج ملاو + bl = — (px,‏ 


ج جد 
H‏ 


> ج‎ 
h= —(N* OH) —|IN|! 


نعوض 9 بما يساويها في المعادلة الاخيرة فنحصل على ١ه‏ 


ax} BY + YzZ—d =0‏ 
وهذه المعادلة تدمى بالمعادلة الناظمية للمستوي وتكتب 


Ar 


. ١ بالشكل‎ 


)2.3.1( م - ف - عي جا نرق + P°* (y,2) = ax‏ 


ان طول العمود .النازل من 0 على المستوي هى , 


اذا 


d= yp" -F q' + f" 


؟)١(لاشم‎ 





اكتب معادلة المستوي ١:‏ 


0 - 3- < 2 +رز 2 + « ع (2ولا,»ا)م 


بالشكل الناظمي واحسب بعد نقطة الاصل 0 عن هذا المستوي ,۽ 
الحل ۽ . 


الم 


نسم طرفي المعادلة المعطاة على المقدان ٠:‏ 


3د 73وج 1[ى د إلر 

فتصبح بالشكل ؛ 
5 2 2 1 
0ع ] سج سي + رچ هل عاج 


وهي المعادلة الناظمية للوستوي ,اما بعد 0 عن هذا 


|المستوي فهو 1 - 0 . 


At 





المشال (5): - 
للد 
رد السعادلة الآتبة الى الشكل التاظمي ,۽ 
x— 2y + 224+6 =0‏ 


نلاحظ ان الحد .الشابت موجب لذلك نقسم طرفي المعادلة هلى ؛ 


~VTFEFGT =3 


بيه 2 1 
2= ۱ 5= ەچ = 


ان المعادلة ي 


1 2 2 
I+ دوع‎ a+ Smo 


ليست بالشكل الناظمي لان الحد .الشابت موجب رفم آن ١‏ 
ا 3 4 1 
1 - (2 )+ (2) + (ي) 


بيئما المعادلة > 


4o 





مثال (5): 
ار ست 


1 اوجد معادلة المستوي الذي طول العمود الشازل هليه من 
توجيه الشاظم على ف 


أنانطة الاصل يساوي 2 إذ) علمت ان وسطا” 
المستوي هي 23 E‏ 
الحل .٠‏ 

نلاحظ وجود حلين لهذه المسالة فالحل الاول يوافق تعصاعم 


چ 
الواحدة. ا الذي مرکباته , 


ومندكذ تكون معادلة المستوي هي ١‏ 


V3. 2 3 

زفق ووس ب روس خاو 
ج > 
المصاكس للشثفاع لا 


والحل الثاني يوافق الشعام ا 


مباشرة والذي مركباته 


2 
سب واكيداس 8 و 


ومندئد تكون معادلة المستوي هي ١‏ 


VT 2 3 


x TTY Tz2—2 =o‏ ي 


ْ 5 3 2 3 
)2( 2-6 + 2ش ب وج + ريد 
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بعقارتة (1) مع (2 ) نلاحظ أن المستويين متوازي ان 


ومتناظران بالنسبة للنقطة 0 وكلاهما يحقق المطلوب ٠‏ 


22.4( 


متقابلتين بالحرف متساويتين وز 


تساوي 


_ الزاوية بين مستويين ٠‏ 


لیکن لدينا المستويان المتقاطعان + 
Pı (x,y,z) = px FQ ¥ f2 +h) =o‏ 
rz + hy =o‏ 4 نزيو + كوم 5= P, (x.y,z)‏ 
ان تقاطع هذين المستويين يشكل اربع دنائيات وكل ثنائيتين 
اوية القياس لاحدى هذه الثنائيات 


الزاوية الكائتة بين ناظميهما بالتعاهد ٠‏ 
چ 


ان شعاع منحنى ناظم المستوي الاول هق : (۴, ٩:‏ ر۶) N‏ 
ا 
وشعاع منحى شاظم المستوي الثاني هق + لر . ب4 ٠‏ رع) ١,‏ 


ج هي 


فا۵ كان 8 هي الزاوية الكافنة بين الشعاعيسن ر١ Nas‏ 





ay 


نلاحظ أن. صورة المقدار في الطرف الايمن هي هتدار جبري 
موب( مندما 8 حادة.) «وسالب ( عندما 8 منفرجة) ءعويها آنثنا 
لسنا بصدد تعيين الزاوية بين شعاعين بل نريد تعيين الزاوية بين 
أنقط بغض النضر عن اتجاهيهما لذلك نكتفي بتعيين 


منحيي الثماعين 
المنحنيين فتاخذ 058ج تيمة موجبة 


الزاوية الحادة. اأبكاكنة بين 


فقط لذلك نكتب + 


cen = JDP, + Pq +r: 


2.4.1 ل ہے 
r : 4:1)‏ قرو + ارملا كم ل كن ع VT‏ 
وني حالة تعامد المستوييين رورم يكون ر١ Np‏ وهکد ایکافی* 
ها چ 
5 ولا 95 N‏ 
وبالتالي ٠‏ 


PP2* qرq2+‎ rFa= 0 (2.4.2)‏ 
ومو شرط تعامد مستويين *٠‏ 


ج و 
آنا في حالة توازي المستويين ‏ :72 فان 02 7 وهذا 


يتحقق اذا كان ١‏ 
)24.2( دسق 
ومنه ٠.‏ 
rm A )25.3(‏ ارود سبو , Pi = AP,‏ 


حيث 7 ثابت التناسب ٠‏ 


AA 





ويتطبق المستويان Pzs P1‏ إذا.كانا متوازيين ولهما نقطة 


مشتركة ٠‏ 
ومن شروط التوازي يمكن ان نكتب معادلتي المستويي سن 


المتوازيين على الشكل + 
0 ارط ع عرد ل Aq‏ + عرد = P, (xyz)‏ 


Pa (uy,z) = رو + عوط‎ + rz + hy = 0 


وبما ان النقطة ( XyYoz‏ ( مشتركة بين المستوييبدن 
فاحد اشیاتها تحقق المعادلتين السابقتين عفاذا فربنا طرفي المعادلة 
ب ( ۸-) وجمعناها مع الاولى يكون ٠‏ 


h 
۸ عد يط .ةذ حا رط . وميه‎ 0 


ومندئد تكون شروط الانطباق ٠١‏ 


Lat ML“ 

a by 4.4)‏ م 
مثال(1): 
— 


عيّن الزاوية الكافنة بين المستويين الآتيين ٠‏ 
0 - 22-1 + لاج في 
00 
الكل :. 
اك 
بتطبيق الدستور( 2.4.1) تجد ؟ 


59 11 .2| 
0 +1 +4 VIET 


4۹ 


مشال(۲) : 


س 


[وجد معادلة. المستوي المؤوازي للمستوي ١‏ 
مع4+ع3+وساج2 


والذي يمر من النقطة 0 A (l,‏ . 


ان وسطاء توجيه ناظم هذا المستوي هي(1,5-,2) ووسطاء توجيه 
ناظم المستوي الموازي له سس(1,3-,2) آو ما تناب مه اا 
عندئذ تکون معادلة المستوي المطلوب + 


2x“ y + 3Z +h =0 


وبما آن المستوي يمر من (1-,2-,1 )۸ فاحداشثياتها تحقق 
هذه المعادلة أي 6 


22-310 ومته. 1س ةط 


والمعادلة المطلوبة هي 5. 
2x -y + 32 - 1 =0‏ 
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مشال (۳) + 


ن 


برهن آن المستويين : 


2+ 32+ 42-12- 6 


48-0 دح ق بير 6 +عه 


متوازيان ثم الحسب البعد بيئهما ٠‏ 


الحجل ء 


عد 


ان وسطاء توجيه منحى ناظم المستوي الاول هي 5 (2,3:4) 
ووسطاء توجيه منحى ناظم المستوي الثاني هي : (4,6,8) 


ووافح آن هذه الوسطاء متناسبة لان ؛ 


ف مك 
محالت 7 4 


ع 
8 


فالناظمان متوازيان وبالتالي المستويان المفروف تان 
متو ازيان ۰ 
ولايجاد البعد بين هذين المستويين تحسب بعد كل منهما عن 


نقطة الاصل 8 لذلك شرجع الى المعادلة الاولى الى الشكل الشاظمي 


فتحصل على ؟ 
12 3 2 
FS 1 vag * ¬ yg = 8‏ * 729 


ومن هذه المعادلة نستبتج إن بعد المستوي الأول عن 8 


ج 72 د إل وبالمشل شرجع معادلة المستوي الثاني الى الشكل 


الشاظمي فتحصل على 6 
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48 ب 
AB ( —zF, + Y~ YJ „+ 2— 2)‏ 


4 6 8 
KF لح و‎ 5 
2725 25 7 * TF Ty ~ © 


اهمه 
من هذه المعادلة. نستنتج ان بعد .المستوي الشاني عن 0ه (,2 ¬ و2 راس ون AC (j — xı,‏ 


24 5 کا 12 
24 د رل والبعد بين المستويين هو TT EY E ١‏ 
5 الي 2 فاذا كانت (2,ر,× )1 نقطة متحولة في هذا المستويءشكل 








.¥29 
(۰(1۷ کک 
ملاحظة ؟ N‏ 
د 
ا۵ا توازى مستويسان وكانت جيوب تمام توجيه مني ناضم 
المستوي الاول تخالف اشارة جيوب تمام توجيه منحى ناظم المستوي 7 
الثاني 2 فان البعد بين المستويين في هذه الحالة يساوي مجمسو 
طولي العمودين النازلين من نقطة الاصل على هذين المستويين ٠‏ 
(2.5) - معادلة مسشو يمر من ثلاث نقاط معلومدة ليست على استقاهة 39 1 
ال ا ست کل (۷ا) ا 
واحدة : | 
0 فان المعادلة الشعاعية لهذا المستوي هي ٠‏ 
بفرض : A (Y2) , B (yaa) CY)‏ حت 
AM. N =O‏ 
ثلاث نقاط ليست علس استقامة واحدة. ولنوجد معادلة المستوي 1 
و 5 /أى 56 
“الذي بن من هده AI . (RBA AE 0 (2.5.1) a Ce‏ 


يمكن رد هذه الحالةالى الحالة ( 2.1 ) وذلك باصعتيباار حيث الطرف الايسر من هذه المعادلة هو الجدا١*المختلط‏ للاشعصة ا 


. 3 .4 0 .- ص 
(7«رلور× ) ۸ النقطة. المعلومة ثم نوجد منحى الناظم على هسذا الثلاثة ,فالشعايم | A #Ê‏ 8 - ل( يمكن أن تعبر عنه تحليكلينبيا 
1 توي ٠‏ 1 3 بالمعينة التالية ۾ 
ان منحى الناظم على هذا المستوي يمكن تهيينه بالشعام > 

ج ج > 

N= ABA AC 


۹۲ ۹۲ 











ا i‏ 
3 
= 4~ راح ولا سد أ N=‏ 
ديه لاح ولا ايد 
2 —¬ 2 الاحدور ج 
3 = 
2 — 2 الاح Ja‏ 
z X2 — x,‏ “5| > 
+ ل 
Xx‏ سارك z2,‏ 2 
,ر — و¥ ادي ج 
k‏ 
الاح ولا ا ولا 


فاذدا نشرنا هذه المعينات وفرضنا آن ناتج المعينة الاولسىي 
هو العدد الحقيقي م وناتج المعينة الثانية هو العدد الحقيقي ¶ 
وناتج المعينة الثالثة هو العدد. الحقيقي ا ٠يكون ١‏ 
N= pi +qj + rk‏ 
عندعد الطرف الايسر من المعادلة( 2.5.1 ) يصح عبارة 
من الجداءء السلمي للشعاعين ٠‏ 
z—z) , No.q.D‏ , الا AM (x x,‏ 


فنکتب 


وتعيسر عن هذه المعادلة تحليلينا ١‏ 


@&— x) Pp + (y — yı) q + (—z)r =0 


1€ 





هي معادلة المستوي المطلوب .ويمكن أن تعبر متها بالمعيئة: 


,7~ 2 پو 3 x‏ — × 
25.2 0= د ولاح ولا رX‏ ¬ و 
,2 و ,¥ — Xx Y9‏ دود 


بتيجة_: 
الشرط اللازم والكافي كي تقع النقاط الاربعة : 


0ن oz‏ كف , ناكف غك ادك 


في مستو واحد هو : 


س و2 لر س ولا X‏ س 2 
0 کد | 2چ — Ya‏ ¬ و 
,لر = ولا FR‏ 


بج ¬ 24 


١)١( مشال‎ 


اثبت أن الشقاط (3,2,1 )6 (8)2,1,2 ,(۸)1,2,3 لست ملس 


استقامة واحدة. واكتب معادلة المستوي المار بهذه النقاط الثلائة. 


الملل 0 


نشعا A‏ 2 بالتا 
الشعاعان (1-,1-,1) 2(,885-,00)2,1 حير متوازيين بالتالي 
النقاط © , 8 , 8 ليست على استقاهة واحدةءفاذا كانت (2,لار»)! 


نقطة متحولة في المستوي عندكذ تكون المعادلة هي 6 


بفك المعينة نجد ؛ 
0 - 4 - 2 + ير 

هي معادلة المستوي المطلوب ٠‏ 
مثال (5) ١‏ 

أوجد معادلة المستوي المار بالنقاط , 

A (-4,0,6) , B(2,3,-4) , C (=-1,3,2( 

ثم عيّن جيوب تمام توجيه العمود النازل من نقطة الاصل 

على هذا المستوي وطول هذا العمود ٠‏ 


نطبق المعينة ( 2 )لايجاد معادلة هذا المستوي ١‏ 


1 





2-2 12-3 1 +ع 
0 =| 6~ 0 3 
4 3 3 


بفك هذه المعينة تجد ٠‏ 
6x —2y + 32+ 6 =0‏ 
نرد هذه المعادلة الى الشكل الناظمي بتقسيم طرفيها على , 


—V 36+449 7ه‎ 


0 6 
د 2ج - رچ + ۸ج 
عندفد ۽ 
3 2 6 
کک بو کم و و 
وطول العمود المطلوب هو ۽ 
EL‏ 
7 


(2.6) - نتقاط تقاطع مستو مع المحاور الإاحداثية ١‏ 
اللسيسصسيسييصش ا س 


١ بفرض‎ 
px + qy + ry +h =0 


معادلة مستو لا يوازي أحد المحاور الاحداثية ,هذا المستوي ٠‏ 
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عيّن نقاط تقاطع المستوي 0 = 62+12- رد+ ×2 مع المحاور 


الاحداثشية ؟ 
يقطع المستوي المحور ٥×‏ في النقطة (6,0,0-)۸ ويقطع 
المحور ۷ت في التقطة(4,0-,8)0 ويقطع المحور جم في النقضظطلة 


(4,0-,8)0 والمحور 02 في النقطظ2 ,6)0,0 ٠‏ 


(2.7) ل معادلة مستقى بدلالة الاجزاء المقطوعة من المحاور الاحداشية: 


a,b,c, 


لنغرض أن المستوي ‏ يقطع من المحاور الاجزا* 

شکل (۱۸) فعندكذ تكون نقاط التقاطع مع هذه المحاور هي : 
(ء,0,0) 6 و A(a,0,0) , B(0,b,0)‏ 

مندكد ردت المسآلة الى ايجاد معادلة مستو يمر من قللاث 

تقاط معلومة وليست على استقامة واحدة. ومعادلةهذا المستوي تعطى 


' بالمعينة الاتية : 


4 








2.7.1) 


١ بفك العينة تنجد‎ 
( x- a ) bc + y ac +z ab = 0 


X bc + y ac+ z ab = abe 


سے 





ويتقسيم طرفي المعادلة على عطة نجد ٠.‏ 


3 7 


ص م 


594 


x 
Ei 


مٹاں(() ۰ 


~~ 


آوجد ممادلة مستو يقطم من الحاور الاحدائية الاجزاء : 


b= ¢4 ٤ cm5‏ , 2ه 
: ی ا 
بتطیق .(2.7:1) ند : SE‏ 
مثال (۲): 0= 42—20 + 10x—sy‏ )20 × 


اكتب معادلة المستوي الأتي بدلالة الاجراء المقطومة مل 


المحاور الاحداثية ؛ 


31—6y+22— 12 0 


٠» من الفقرة( 2.6 ) نجد‎ 
=4 ٠. b= -2 2-8 


والمعادلة هي ١‏ 
2 و 3 
سج اوت 1 
)2.8( - معادلةمستو يمر من نقطة معلومة ويواري متحنيينيعلومين» 
اا ا ت 


و 
لتكن. الشقطة My (xy g2)‏ نقطة معلومة و Vj (P999)‏ 
( و بيه دوم )دل شماه توجيه المنحَيين المعلومين ولتوجد 
معادلة: المستوي الصار من e‏ موازيا للمشحنييين السابقية ءشكل(1۹) 








شكل (و) 
ان منحى ناظم المستوي المطلوب له: نقس منحى الشصاع٠‏ 
چ و چ 
ولا حمرلا = N‏ 


هندفذ ردت المسالة الى الحالة( 2.1) وذلك لمعرفة النقطة 
ومتحى الناظم فاد! كانت (2,ر,×)٠‏ بنقطة متحولة في هذا 


المستوي فان ١‏ 
ج چ جد ج ھچ 
(VA) =0‏ . ر سے MLN‏ 


هي المعادلة الشساعية للمستوي ,والمعادلة التحليليةلهذ! 
المستوي نعبر عنها بالمعينة التالية ؛ 


K— xy, Y~ Ye 5-1 
2 چ‎ =0 2.8.1) 
P2 qs. ٣و‎ 

°1 


٠ )1( مشال‎ 


امج REET‏ 1 
إوجد . معادلة مستو يمر من النقطة (۸)1,3,2ويسوازي 

التعاعين ‏ (1,2,3- )إلى (1-,2,3 )ولاء 
نفرض 2J)‏ 1 نقنطة متحولة في هذا المستوي ,مندكشسك 


نطبق المعيئة ‏ (2.8.1) نجد : 


بفك المعينة والاختصار نجد ٠١‏ 
11Ix-5y+7z- 10 = 0‏ 


مشال (؟) ٠5‏ 


— 
أوجد معادلة مستو:يمر من النقطة (۸)2,1,0 ويعامدالمستويين 
x+2y+z-4 = 0‏ 


0= 5 + 32+ ر + 3x‏ 
الحل + 
للد 


ترد هذه المسالة إلى سابقتها وذلك لان تعامد المستسوي 


المطلوب مع إلممنتويين المعطيين يكافى* بوازيه مع نا يها 


فمعادلتة ؟ 5 وسو x2‏ 
eG‏ 2 1 
3 1 2 


1 








بفك المعينة والاختصار. نجد 0 ٠‏ 
5x-y-3z-9 = 0‏ 


مشال(؟): 


لک 
آوجد معادلة: مستو يمر من النقطتين (۸)1,2,3 ف (8)2,1,1 


ويعامد المستوىي 
0 > 6 - 2< + لك + ياة 


نوجد من الشماع “7# فيكون | (2-,1-,1) 8م ونوجد 
منحى الشماع الناظم على المستوي المفروض فيكون  ١‏ 3,4,1 )۸ 
والمستوي المطلوب يوازي منحيي الشمامين ۸8 ١”,‏ وبذلك ترد هذه 
المسألة: الى ايجاد معادلة مستو:. يمر من النقطة 8 (أى 8 ) وبوازي 


منحيين ومعادلته : 


2-3 و م 
ل مه ا 1 
1 4 3 
بفك المعينة والاختصار جد ١‏ . 
x-y+z-2 = 0‏ 
ملاحظة . 
سك 
المسآلة السابقة تصبح في حالة عدمتعيين اذاكان الشعاع 


8 يعامد .المستوي المفروض ٠ ٠‏ 





( 2.9 ) س اشارة المقدار px+qy+rz+h‏ 


لنعتين المستؤي م المعين بالمعادلة ؛: 


P(xyy,Z) 3 px + qy + rz +h =0 


فهذا المستوي يقسم الفراغ الى منطتتين ( من خواص المستوي) 


ولتكن . (ر2ورلاور× )ر1 و (ر2ررلارر×) ر۲ نقطتین من 
الفرام فير واقعتين عليه ولنفرض ان المستقيم ر۸ او امتد اده بلاقي 


المستوي في النقطة ١‏ التي تقصم را۲ بالنسبة # ٠‏ 


فاحد اثيات النقطة ١‏ القاسمة 


غ تل - 
الج 5 2 ١‏ اد[ 7 +1 


وبما أن النقطة ٠‏ تقع في المستوي ( فاحداشياتها تحقق 


معادلته آي :. 


0 yı + Ky, + ع‎ 
)۾ + ( ہت ) م‎ TTR) + (E) + =0 
P(x +K x) + q(y, +KyYD) +r(z, + Kz) +h (1 + K) = 0 


(PX, + qy, + rz +h) + K (px; + qy, + rz + h) = 0 


xı + qy, + اط جع‎ 
0 E i (2.9.1) 


+h‏ 22+ ولا0+وكام 


ر1 بالنسبة )ا هي : 





هال! كانت النقطتان ,ا! وى ر!! في جهتين محتلفتين بالنسبة 
للمستوي م فان » تكون موجبة.( قاسمة داخلا) وهذا يقضي أن يكون 
المقداران ؟ - : ٍ اللا 


+qy +z +h)‏ ركام 4 (طجدر جلارو +كارم) 


من اشارتين مختلفتين ٠‏ اما اذا كانت النقطتان |!' ى 2" 


3 في جهة واحدة. بالنسبة للستوي ۴ فان . » تكون سسالبة( 4 قاسمة 


أخارجا) ومندئذ يكون المقداران السابقان من انخارة! واخلاة٠‏ 
مما سبق يمكن أن نستنتج ما يلي : 


أن اشارة المقدار ط + 2ج+ برو +برم تكون موجبة من أجل 

جميع التقاط التي تقع في أحد جانبي المستوي : ا 
px + qy + rz +h = 0‏ 

وتكون سالبة من اجل جميع النقاط التي تقع في الجائب الاخر 
بالنسبة لهذا المستوي ويكون المقدار صفرا من أجل جميع النقاط 
الواقعة على هذا المستوي . فاذا كان الشابت ط موجبا فان نقطة 
الاصل تقع في الجائب الموجب بالنسبة لهذا المستوي ٠‏ 

وقد امطلح ان يسمى المقدار P(xgy,Z)=px+qy+ rz + h‏ 
بالقوة التحليلية للشقطة ٠ M(xyyy,z)‏ 

فالقوة التحليكية للنقطة ( )1*1 4 هو العدد. الحقيقي 

ولاو »)م لذلك يمكن إن تقول أن النقاط التي قوتها التخليئية 

من اشارة واحدة. تقع في جائب واحد من المستويءكما يمكن أن نقول ١‏ 

إن المستوي هو المحل الهندسي لنقاط الفراغ التي قوتها 





التحليئية مغدومة بالنسبة له 


(2.10) - بعد نقطة معلومة عن مستو معلوم 1 


سسا ااا سسب 
ليكن لدينا المستوي ۲ المعين بالمعادلة , 


P(xyy,z) 3 px +qy + rz + h ع‎ 0 


ول2« ر ۷رر ×) ا نقطة معلومة لا تقع. في هذا المستويي ,ولنوجد 0 


بعد هذه النئقطة عن المستوي ٠‏ 


2 , 


شکل (۲۰) 


اع 


لتكن ١,‏ ' المسقط القاعم للنقطة 1 على المستوي ولنفرض 
8 القياس الجبري للشعاع رار" المحمول على بؤلتعتبر الجداء 
الد اخلي ١‏ . ج جس 
my = 8 <| | :‏ 
5 
حيث 0< 8عندما تقع ١‏ في الاتجاه الموجب للناظم ل١‏ 


بالنسبة للمستوي و 0>© عندما تقع ر۲ في الاتجاه السالب 


2 1 





رس 2) r‏ + (اج ,0 و + 2 = و2 = ۾ 
ل ۲)2 اا ل ل 
لم لباقو + Vp"‏ 


ري + برو + يسم وك ولق Ps‏ داق 
الا 0 + PY‏ و ك 
Vp + q? + Fr"‏ 


بما ن( ۷2ء >( 11 تنتمي للمستوي م فاحداثياتها تحقق 
معادلته أي ؟ 
0ع طعرعم +ربروجركام 


ومنه نجد ٭ 


h = ~(px+qy +2) 


نعوض في العلاقة الاخيرة فشجد 5 


Ye + rz, +h‏ سد سف 55 ۾ 
الم Wp" + q+‏ 


لكن الصورة ليست الا القوة التحليليةللنقطة ر۲ بالنسبة 


للمستوي ۴ »فنكتب 4 . 


gı Pr. : 
لح‎ (210:2) 


آما ال1 اردنا حساب البعد .الهندسي للنقطة N"‏ عن المستوي 
0 


1 





م بغض النظر هن وفعها بالنسبة له فناخذ © بالقيمة المطلقة فتجد 


5 
3 
d=1‏ 9 ا ا 


d=|8|د‎ 1P (Ya 2) | 


)2.10.3( ج و 


ونلاحظ ان اليعد .الجبري للنقطة ۸ عن العستوي هو سالب من 
نفس اشارة البعد .الجبري لنقطة الاصل عن هذا المستوي هما يوفح لا 


ان النقطة 8 تقع في جهة واحدة. مع نقطة الاصل بالنسبة للمستويء 


آما اذا كان المستوي م معينا بالفمعادلة الناظفية (2.3.1) 


* ۴*y, = -ل-‎ 
, )۲( مشال‎ Y2) = ax + BK + Z—d = 0 


احسب بعد كل من الناتطتين B (1l,-6,1) , A(2,1,-2)‏ 


عن المستوي + 


مندكذ دستور البعد عن المستوي يصبح بالشكل ۽ 


l8l =| P*(x.,Y., 20| 
8| = fax, + By, + Y —d| (2.10.4) 


4y-y+8z -9 =0 


وعيّن موقع كل منهما بالنسبة لهذا المستوي ٠‏ 
حيث 0 في هذا الدستور هو بعد نقطة الاصل هن المستوي كفا 











الحل ؟ء 
- فوضنا في الفقرة(2.3 ) ra ٠‏ 
بعد النقطة ۸ عن المستوي هو , 
مثال (۱) + 
5 2 8-1-169 _ 
احسب بعد النقطة (3,9,1) 4 عن المستوي : TET TS‏ 
X-2y + 2z ~3 =0‏ 
بعد .النقطة 8B‏ عن المستوي هو ١‏ . 
الحل : 
بتطبيق الدستور السصابق نجد ٠»‏ 4 1 ر وستقدكتة. ؟ 
vVI6 +1+64 9‏ 3 


3-18+2-3 16 1 
8 = = — = 5 الل‎ 
V1+4+4 E 3 ٠ 





1 


چ كل 1 


| ١ 
| من النتيجتين (1 ) و( 2 ) نستنتج ان النقطتين تقعان في‎ 


فلو حسبنا بعد نقطة الاصل عن هذا المستوي لوجدنا * 
فاذ! حسينا بعد تقطةالاصل عن هذا المستوي نجد :6 


1-۹ 
. 

ا 

1 

1 





مجه 
فالنقطة ۸ تقع مع النقطة 0 في الجهة السالبة 
#تقع في الجهة الموجبة بالئسبة لهذا المستوي ٠‏ 


. ١ )۳( مشال‎ 





آوجد .البعد بين المستويين المتوازيين ٠‏ 
0 ع 7+ 22- 2x -~y‏ 
2x-y-2x-5=0‏ 


طريقة آولى ١‏ 


نحسب بعد نقطة الاصل عن المستوي الاول فنجد ٠‏ 
7 
3 = ر8 

وتحسب بعد نقطة الامل عن المستوي الثاني فنجد 


2 
3 


س = ر 


والنقطة 


فالمستويان يقعان في جهتين مختلفتين بالنسبة لنقطة الاصل 


والبعد بين المستويين ٠‏ 
4 ع إية|+]لرة|ع-4 


طريقة شانية + 


نختار نقطة ما من المستوي الثاني ولتكن )5,0-,0 A(‏ 


ونحسب بعدها عن المستوي الاول ١‏ 


US 








: معادلة المستوي المنصف لزاوية مستويين معلومين‎  )2.11( 





ليكن لدينا المستويان + 


0 ع رق جا عم ل نزيو + Py (XY,2) = pX‏ 


pK + qyY + rz + hy = 0‏ = (قرلا,ك) و5 


ان المستوي المنصف داخلا أو خارجا لاحدى الزوايا الثنشائية 
الحادثة من تقاطع هذين المستويين هو المحل الهندسي للنقسسساط 


المتساوية السعد عن هذين المستويين ٠‏ 


نعطلح عادة ان نسمي المستوي المنصف للزاوية الثشنائيسة 
الحادة. بالمستوي المنصف الداخلي والمستوي المنصمف للثنائية المجاورة 


لها( المنفرجة ) بالمستوي المنصف الخارجي ٠‏ 


فاذا كانت (1)«*,,2 نقطة تنتمي الى احد المستوييسن 
المنصفين فان بعدها عن المستوي الاول يساوي بعدها عن المستوي 


الثاني فنكتب , 


[Pa (xoy.2) i ے‎ Pe 


لے ے نے 
قرع لك pj qf + r P3 + qy"‏ 
أو ؟ 
E‏ 12 يم 
Pa (X,J,zZ) 1‏ کے سے 


تي ب قرو + pr‏ ` ترس شرع ل قرول 


1 








شكل (۲۱) 
فاذا اعتبرنا الاشارة الموجبة للطرف الثاني نحصلملى معادلة 
احد المتنصفين ٠‏ واذا اعتبرنًا الاشارةالسالبة للطرف الثاني تحصل على 


معادلة المنصف الاخر ٠‏ فالمعادلة( 2.11.1 ) تعطي معادات ي 
المستويين المنصفين معا ء 

ولتعيين الاشارة المؤافقة للمستوي المنمف الداخلي نميز 
حالتين ۽ . 
الحالةالاولى , 

اذا كانت الزاوية (js Ny)‏ حادة.. أي e.0‏ 
)۲١(‏ فان النقاط الواقعة على الفستوي المنصف الخارجي ( منص-سهقه 
الزاوية المنقرجة) تكون ابعادها عن المستوييئ موجية وعندك ند 


الاشارة (+) توافق المستوي المنصف الخارجي والاشارة (-) توافق المستوي 


11۲ 






irs at 


المشصف الداخلي آي إن الاشارة الموافقة للسستوي المنصف الداخلتي 
جا جد . 
'تخالف اشارة الجدا* NN‏ ° 
الحالة الثائية : 0 
ج چ ك یہ پچ 
۵1 كانت (رNءرN‏ ) منفرجة آي 0 > ر ٠ر۸‏ (آي ر١‏ 


موجة في الاتجاه المعاكس للاتجاه المبين في الشكل ٠)۲١‏ 


الزاوية الحادة) تكون [بعادها موجبة على المستويين وعندئذ الاشارة 
ر+) توافق المستوي المتمف الد اخلي وهي الاشارة المخالفة لاشارة 
الجداء و . “لم والإشارة () توافق المستوي المنمف الخارجي ` 


ون تنتج مما سبق ان الاشارة الموافقة للمستوي المنهف 


جد هد 
الداخلي هي الاشارة المخالفة لاشارة الجدا* N Na‏ فاذا رمرئنا 


لاشارة هذا الجداء بالرمرع تكون معادلة: المستوي المتمصسسسف 


, الداخلي‎ 
By _ ¢ Pa (Y2) 
کا س‎ 
N INI 2.11.2) 


وعشندكد الاشارة ع توافق المستوي المنصف الخارجي ٠‏ 
جد چ 
آما اذا كان الجدا* Na‏ 1 معدوما فالمستويان متعامدان 
ولا يمكن التمييز بين المستويين الجتففين . 


مثال__۔ ۰ 





آوجد معادلتي المستويين المصنفين الداخلي والخارجي لزاوية 


المستويين ؛ 


Py (xyy,z) = 2x + 2y — z4 1-0 


3-0 22 +2 عر 2 (ترلاك) و 


الجل ؛. 


ان معادلتي هذين المنصفين هما ١‏ 


3+ 22+ 2~ ات اج 2 — ,2+ 2x‏ 
ب ف و ر ا و ع و 


آي ؟ 
(x — 2y + 22 + 3(‏ = 2+1 2 ع2 


بآخذ الاشارة (+) نحصل على المعادلة 6 
3x + 4y —32—2 ¬0 (1)‏ 
وباخذ الاشارة (-) نحص على المعادلة . 
x+zZz+4=0‏ 


22 
المعادلتان ( 1 ) و ( 2 ) هما معادلتا المستويين المنصفين 


ولمعرفة المستوي المنصف الداخلي نوجد اشارة الجداء 1/1.82 فيكون 
60> 8ح 2س2-4- 
ادن الاشارة ج هي (-) وعندئذ الاشارة(+) توافق المستوي 


المنصف الداخلي وهي المعادلة )١(‏ »والاشارة() توافق المستوي 


المشصف الخارجي وهي المعادلة( 2 ) ٠‏ 





 )2.12(‏ حزمة المستويات المارة من مستقيم ما 


م,_مممتويازمتقاطعان بالفصل المشترك 0 فمجموعة 


بفرض 2:71 
المستويات التي تقبل 0 فصلا مشتركا لها تدعى حزمة المستويسات 


والمستويان P2, Pj‏ يسميان بقاعدة. الحزمة ٠‏ 
ولنفرض أن المستويين مررممعيشان بالمعادلتين : 


Pı (xy;2) = px +qy + r2 + h, = 0 


(1) 
P2 (y2) = px + qy + ryz + hy = 0 


(2 


فالشكل العام لمعادلة آي مستو يمر بالفصل المشترك 


للمستويين السابقين هو ٠‏ 
hy + A (px HF qay + raz + h= 0 (2.12.1)‏ + قر ل لار9 + خوط 
حيث ۸ وسیط متحول ٠‏ 


وذلك لان المعادلة( 1 ) خطية في المتحولات XYZ,‏ 


وتكتب بالشكل : 
(Pı F Apa) x + (qı + A92) Y -F (r + Araz + by + Ah = 0‏ 
فهي تمثل مستويا .كما آن احداثيات أي نقطة تقع على الفصل 
المشترك للمستويين ([ ) و (2) تحقق معادلتيهما معا وتحقق أيضصا 


المعادلة( 2.12.1 ) . وبالتالي فالمعادلة ( 2.12.1 ) تمشثل مستويا 


يمر بالفصل المشترك را لمستويي القاعدة. فكل قيمة عدديةللوسط 


11o 


تعطي مستويا .من مسشويات الحزمة. ويمكن أن تعبر عن معادلة حزمة | 
المستويات بالمعادلة التالية :. 


AP = 0 2212.2‏ يم 2 رم 


والآن لنبرهن على العكس , اي ستبرهن ان كل مستى 7 من حزمة 
المستويات المعينة بالمستويين ررر تكون معادلته من الشكسل 
٠ )2.12.2 (‏ 

لنأخذ مستويا ۲" من الحزمة معادلته , 

P(xyy,z) 3 px + qy + rz +h =0 

بما ان ۲ ورور تشترك بفصل مشترك واحد فان تواظضسم 
هذه المستويات ١‏ ,ارا تقع في مستى واحد لانهنا تعامد الفنمل 
المشترك وبالتالي يمكن ان نكتب ؛ . 


ج + ج 
2N (2.12.3)‏ + لقرد = N‏ 


ومنها نستطیع آن نكتب . 


P = AP + AP , q= My + Ma +, T= Ary يكوه ل‎ 


حيك A,‏ كميتان سلميتان »وبالتالي فان معادلة المستوي 
تصبح .6 
P = 3, (pF + qy + 2) + 2) (PX + qz + r2) + h = 0 21 2.4)‏ 
فاذا اخذنا نقطة ها مثلاى2 »)1 من الفط المشتسرك 
فهذه النقطة تحقق احداشياتها معادلات المستويات ‏ م Pa, Ps‏ في 
آن واحد وعندئذ من المعادلة ( 2.12.4 ) نجد 6 


111 








h = Xb + رليم‎ 


وعندكذ نكتب معادلة ‏ بالشكل , 


0 ع رطرد + رطرد د م 


اذا درفنا ت = 2 (0 6 ,3) نجد إن معادلة المستوي م تكتب 
بالشكل ٠»‏ 


P 2P, +AP, =0 


1 2 


وهو المطلوب ٠‏ 
مثال )١(‏ ؟ 





لدابنا المستويان المتقاطصان , 


P, =2 + 3y—z— 5 =0‏ 
Pasx—2y— 4+9 =0‏ 
اوجد معادلة مستو يمر من الفصل المشترك لهذين المستويين 
ويمر من الشقطة( 1,1,2-) . 


الحل , 


أن المستوي المطلوب هو احد هستويات الحزمة التي قاعدتها 
المستويان ان P2,‏ فمعادلة حزمة المنتويات هي 0 
P (A) = Pj + AP, = 0‏ 


PO) =2 + 3y ~z— 5 + 3 (x — 2y — 4z + 9) = 0 
PO) = (2 + Dx + (3 —22)y + (— 1 — 4)2 — 5 + 91 =0 


1Y 


ودنمين ۸ بحيث يمر المستوي (۸)م من النقطة (1,1,2-)فتجد 
0 =9 + 5 س( 427 1( + )1( )3-20( + D‏ )2+ 2 


بحل هذه المعادلة نجد ٠‏ 
22-3 
نعوض ۸ بقيمتها في معادلة الحزمة فنجد : 


P(—3) = —x + + 3y + 113 — 32 = 0 


مشال (۲) 


س 


لدينا المستويان المتقاطعان ٠‏ 


60> 1 ب برل ع عاط 
1-0 ع ج بابر ع ص رط 


عبن مستويا يمر من الفصل المشترك لهما ويتعامد مح 
المستوي Py‏ ۰ 
الحل ١‏ 

إن معادلة حزمة المستويات التي اتاعدتها ٣رر‏ هي : 

PO) = C+ Dx + (1 — 2y FIFI +A 0 

فناظم آي مستو من هذه الحزمة معين بالشعاع ٠‏ 

بد , 1-213 , ۸+ NO =a‏ 
وناظم المستوي ,م معين بالشعاع )1,1,0( Nj‏ 
وشرط تعامد عستو من الحزمة (0)ممح المستوي ر۴ هو ۽ 


5 ج‎ 
NO ‘N, =o 
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0 = )22 — 1( + )2 + 1( 
2-60 +ه- 


غ 


والمستوي المطلوب هو ۽ 


P(2)= 3x — 3y + 22+ 3 =0 


(2.13) - شروط تقاطع ثلاث مستويات في خط مستاقفيم واحد + 
ل ی سيمت 


بفرض و8 P2s‏ م ثلاثة فستويات معادلاتها ٠‏ 


1 
Py (RY,Z) = px + qyY + rz + h, = 0 () 
Pa (KY ,2) كوم ك‎ + qy + raz + by = 0 (2 
ا الا‎ + hy, = 0 (3) 


,ان معادلة اي مستو يمر بخط تقاطع المستويين ( 1 ) » (2 ) 


: هي‎ 
PX F qiY F tz + hy + 2 (px + qy + يع‎ + hy) = 0 


آي : 


(Pı F APD x + (q, + Ad) y + (rı + رطة ل رط + ع (رعد‎ m= 0 4 


فاذ) كان المستوي المعين بالمعادلة( 3 ) يمر بخط تقاضع 
المستويين (1 ) (١‏ 2 ) فانه باختيار مناسب للوسيط ۸ يجب أن 


تمثل المعادلتان (3) + (4) نفس المستوي , وفي هذه الحالة 


يجب ان تتناسب الامثال المتناظرة في المعادلتين "٠‏ 


P, + AP _ Gy + 20, LED ” BF 2b 
Ps 9 a 


وهذه النسب المتساوية تمثل ثلاث معادلات خطية مختلفة في 
المجهول 2 . واحدى هذه المعادلات الثلاثة تكفي لتعيين قيملة2 
وهذه القيمة يجب أن تحقق المعادلتين الباقيتين حتى تتلاق سي 


المستويات الثلاثة في خط مستقيم واحد .6 


1Y 





-1 


- 


۳ 


ساريسن(؟) 


[وجد طول وجيوب تمام توجيه العمود النازل من نقطة الاصل 
على المستوىي + 

0 ع 4- 3x -2y + 5z‏ 
ثم أوجد ايضا الاجزا” المقطوعة بهذا المستوي من المحاؤر 
الاحداثية. 
مستوي يمر من النقاط (7-,4-,2) ,(2,3-,2,13,(,)1) 
آوجد معادلة هذا المستوي ثم احسب طول وجيوب تمام توجيه 
العمود التازل من نقطة الاصل على هذا المستوي ٠‏ 
اوجد معادلة المستوي الذي يمر من النقطة (1-,۸)2,3 
موازيا للمستوي 0 = 77+ر4-×3 »ثم اوجد معادلة 
المستوي الذي يمر من 8 ويعامد المستقيم 08 حيث 0 هي 
نقطة الاصل ٠‏ 


مستقيم يدر من النقطة(2,3-,8)4 ويعاهد ميستويا / ويقطعه 
في النقطة (1,7-,8)5 اوجد معادلة هذا المستوي ٠‏ 
اوجد معادلة المستوي الذي يمر من النقطتين (2-,2,1) A‏ 


(1.1-,8)3 ويوازي المستقيم الواصل بين النقطتين 


(3,0-,2-)6و(4,3-,2-)0. 


1 


- 


~۷ 


۹ 


1۰ 


~1 


آوجد معادلة المستوي الذي يمر من الشقاط 6 
(8)1,1,0 , (8)1,2,1 .و (1-,2,2-)6 

واثبت ان المستقيمالواصل بين الشقطتبينن8 ,5,2,2(,)1-4) 
عمودي على هذا المستوى ٠‏ 
آثبت آن الئقاط(4-,2(4)0,2-,1,1-)2,5,3(,8-)£,(1,2-,3-)D‏ 
تقع في مستى واحد ثم أوجد معادلة هذا المستوى ٠‏ 
اوجد معادلة المستوىي الذي يمر منالنقضة (2-,6,5) 
ويواري المستوي 0 = 3[- 12z+ر4-×3‏ ثم اوج سد 
البعد بين المستويين ٠‏ 
اوجد طول كل من العمودين النازلين من النقطتير 1-,1,4) ۸ 

(1,0,5- ) 8 على المستوي 
موقع النقطتين بالنسبة الى جهتي المستوي ٠‏ 


0 = 5-×2+ر-×2 ومين 


اوجد ععادلتي' المستويين اللذين ينصفان الزاوية الكائنة 

3x - 4y + 5Z = 3 = 0 ١ بين المستويين‎ 
Sx + Jy = 42-9 - 0 

ثم مين المستوي المنصف الدااخلي منهما ٠‏ 

اوجد معادلة المستوي الذي يمر بخط تقاطع المستويين ٠‏ 


2x+3Jy+4z-5 = 0, x+y+zZz-=}l =0 


ويعامد المستوي 0 <= 2 + ل-× 
اثبت أن المستويات الثلاثة ۾ . 


0 - 53- 112+ برو5-ع«2 و 0 1- «<ت- ير 9+ 84x‏ 


1Y 





23y -177 -29 -0‏ + ×14 تتلاقى في خط مستقيم واحد». 


~۳ 


¬1 


اثبت آن المستويات الاربعة , 
0= 22 + yڑ‏ = 2x‏ و 0 = 4- x+y -3Jz‏ 
0ع 2" 2+ 3x -y‏ ,و 0 = 7x -5y +6Z2-]‏ 
تتلاقی في نقطة واحدة. يطلب تعرييشها ٠.‏ 
اوجد معادلة المستوي العمودي على المستوي ١‏ 
3x - 4y + 9 =0‏ 


والذي يمر بخط تقاطعه مع المستوي ؟ 
89 2 للد ف 2 12 TK e go‏ 


واثبت ان البعد بين النقصشسة(3,2,1) وخط تقاطع المستويين 
يساوي 5 ۷. 

ا 
عيّن احداثيات مركز الكرة التي تمس من الداخل آوجه ربامي 


الوجوده الذي وجوهه المستويات الاتية , 3 


0 > * م 20ير و20 x+y+z-l= O0,‏ ا 
آوجد معادلة المستوي الموازي للمستوي , | 


3x - 3Z ¬ 6z - 14 ع‎ 0 





والذي يبعد . 5 عن نقطة الاصل ٠‏ 


1Y 


و اوجد مقادلة المستوي المار من النقطة (2.1,3)م والسذي 


يعامد المستويين ؟. 
2x + 2-123 0 , x-y+2z =3 = 0‏ 


۸( عيّن الوسيط ( كي يتعامد .المصتويان ٠‏ 


2-0 سن ابر بعك 


0 سه 2+3 برل سدع 


شم احسب بعد .الشقطة (4)1,1,1 عن الفصل المشترك لهماء 


4 )0 اوجد معادلة مستى يمر من النقطتين(4-,2,0(,8)2,5-,8)4 


والذي يبهد .2 هن المبدا ٠‏ 


1 اوجد معادلة المستوي المار بالفصل المشترك للمستويين 


0 - 2 +و + x‏ , 0= 5+ ر- »2 والذي يعامد المستري 


6 - 1- 2 + يرا ج+» ٠.‏ 


كه 


1€ 





١ تمهيد‎ 


يتعين المستقيم في الغراغ بنقطة معلومة ومنحى معلوم أو 


سنوجد في هذا البحث معادلات المستقيم بحالاته المختلفة. 


(3.1)- معادلة مستقيم يمر بننطة معلومة ويوازي شعاما معلوماء 

سس سس سس سس سس سس شس شاك 
لتكن (ى2ءى۷ءں×) ر" نقطة معلومة و 01000 تصامنا 
معلوماء ولثوجد معادلة المستقيم 0 الذي يمر بهذه النقطة ويوازي 


هذا الشعاع ( أو الاستقامة المعينة بهذا الشعامم ) ٠‏ 


لناخذد النقطة (2,رو×)1 المتحولة على هذا المستقيمءففي 
جميع أوضاع النقطة 1! على هذا المستقيم تتحقق العلاقة الشعاعية .6 
چ هم 
MM // VY‏ 
0 
3 355 
آي ان الشعاعين بيليف مرتبطان خطيا فنكتب * 
و 
MM = Av,‏ 


(3.1-1) 


1Yo 


(r 





حيث ۸ 


شکل (۲۲) 


وسيط متحول ٠‏ 


باسقاط هذه العلاقة على المحاور الاحداثية نجد ؛ 


(3.1.2) 


ناه = × = × 


با 


Aw‏ ع رع باج 


KS FA 
y = yo + Av 


Zz = Zo + Aw 
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أن مجموعة المعادلات( 3.1.2) تدعى بالمعادلات الوسيطبة 
للمستقيم 8 . واذا حذفنا الوسيط ١‏ , بين هذه المصادلات على الشكل 
الديكارتي لمعادلة المستقيم + 
مدع ا ول ے × 


(3.1.3) کے كو ِ 





ونلاحظ ان العلاقة ( 3.1.3 ) تمثلمعا دلتينتسميان بالمعادلتين 
الاساسيتيسن للمستقيم كما تسمن أحيانا بالشكل المتماثل لمعادلة 
المستقيم ٠.‏ 

ويمكن أن نرى بسهولة ان كل مورة من مور العلاقة (3.1.3)تنعدم 


عند انعدام مخرجها وذلك واضح من المعادلات الوسيطية ( 3.1.2 ٠)‏ 


ويمكن أن نرى آيضا من (3.1.3) أن النسبتين الاولى والثائية 
حمثلان مستويا يوازي المحور 7ه وإن النسبتين الاولى والثالثة تمثلان 
مستويا يوازي المحور بره والمستقيم 0 هو الفصل المشترك لهدين 
المستويين ٠‏ 


مثال (1) 2 


اد 


اكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم 0 الذي يمر بالنقطة 


Mt 1,2,-3(‏ والموازي دياع 2 ا 
VU = 2i+ 3 j +k‏ 


ثم اكتب معادلته بالشكل الاساسي ,وعيّن نقطة تقاطعة ملع 


المستوي لإه* ٠0‏ 


1Y 








د ا نع و 


بتطبيق الدستور (3.1.2) تجد ؟ 


x= +2 
ل‎ = 2 + ۸ 
۹ z= 3+۸ 


يقطع المستقيم المستوي ره× لما 2-0 بالتعويضن في المعادلات 


الوسيطية نجد ٠.‏ . 
و ومنه : 7 =× y=11‏ 





ادن نقطة تقاطع هي 4 . 


شکل (۲۳) 


وهذا يكافىء المعادلة الشعاعية ١‏ 


A (7,11,0) 


: د و 
(3.2)- معادلة. مستقيم يمر بنقطتين معلومتين G21) ٠>‏ ورا ME‏ 


سیت 5 5 

باسقاط العلاقة الشعاعية على المحاور الاحداثية نجد , 

لتكن ( رد ولاب ج») ولو (ية مولاوج*) وكا النقطتين المعفومتين ٠‏ 

(* - يع). ١‏ ح رسع 

ولتكن (2,رر× ) !۲ نقطة متحولة من المستقيم 0 ءفاذا اعتبرنا ر .2 
چ چ 

5 4 ۹ ۴ HH iiss 
Mı Ma الشعصاع راا" هو شعاع توجيه منحى المستقيم آي‎ 


۷ ففي 
جميع اؤضاع ل على الجستقيم يكون ٠‏ 


اوج 


ليح 2) . .7 کہ ر2 سے 





ومنهة 
اولس 
را ا 5 مجنم د تحر ل قد 
)22 حجري وو سد يد 
1A4‏ 








وهي المعادلة الديكارتية للمستقيم( أو المعادلتعن سان 
الاساسيتان للمستقيم ) كما يمكن ان نكتب المعادلة الشصاعية للمستقيم 


بالشكل التالي ١‏ . 
(03.2.3) د - MM‏ 


PXx* qjY * FZ + hı =0‏ 3 (2ولاء»*) رم 


Pg(xsy,2) 


PaX+ qy +FgZ2 +h, =0 I) 


فالؤ كان 0 هو الفصل المشترك لهذين المستويين «فكل نقطة 


وهذه المعادلة. الاخيرة تكتب بالشكل ‏ . 
(<,ل,*)4 تقع علوالمستقيم 0 تحقق احداثياتها حملة المعادلتين 


سو 
olî — OM, = ۸ (OM; — OM)‏ (3.3.1)ء 
ok oM o‏ 
OM (1 + = OM, + x OMa‏ لذلك يمكن ان نقول : ان جملة المعادلتين ( 3.3.1 ) تولف 
ج و 
(3.2.4( 2310-1 ل of‏ معادلة المستقيم 0 ٠‏ 





1+۸ 
ولتعيين آمثال توجيه منحى هذا المستقيم نقول :ان الشعمساع 
ج ج 
( ۳ء ۹ ۶) ر عموؤدي على المستوي 0 والشعاع )242,17 NP‏ عمودي 
2-7 


على المستوي 8 والفصل المشترك 0 يعامد كلا من الشعاعين ١رر‏ 


وباسقاط العلاقة الاخيرة على المحاور الاحداثية تجد ١‏ 








| 
م | 
2 | وبالتالي فان شهاع توجيه منحى المستقيم 0 يمكن اعتباره ممثسلا 
J FM 3.2.5‏ ا : 
) ( كل ضعو بالجداء الخارجي کے خت 
i‏ وااخررلاد لا 
2Z + Az,‏ و 0 
EA‏ فاذ١ا‏ عبرنا عن هذا الجداء بمعينة نجد ‏ 
> ك ê‏ 
j k‏ 1 
م ج +¬ 
ومجمومة المعادلات (3.2.5) هي المعادلات الوسيطية لمستقيم =| 9 =NANE = |p,‏ ” 
يمر بنقطتين معلومتين a 3 ٠‏ 2 
: 8 59 8 5 چت ج ج 
(3.3)- معادلةمستقيم معين بتقاطع بستويين معلؤمين . j (rp, — por) 4 Ê (Bı, — qrpı)‏ + سن ل = VJ‏ 
و 1 مثال > . 


ليكن لدينا المستويان المتقاطعان ٠»‏ 





عيّن آمثال توجيه منح‌المستقيم المعيزبالمعادلتين ١‏ 


Ir! 





0 ع 2 - 2 + إر- ومس 


2x+y+3 =0 


Vu Ta 2y +3‏ 
فامشال توجيه منحى هذا المستقيم هي ( 1,2,5-) ٠‏ 


ويمكن الانتقال من الشكل (3.3.1) لمعادلتي المستقيم الى 
معادلاته الوسيطية بطريقتين ١‏ 


الطريانة الاولجا_: 
نختار نقطة | (ى2جىلادى*)ن"! تحقق جملة: المعادلتين( 3.3.1 ) 
شم نوجد منحى المستقيم بايجاد الجداء الخارجي للناظمين ال 


وعندشذ ترد .إلى الحالة ( 3.1) ٠‏ 


الطريقة الشانية , 





تختار احد :المتحولات في الجملة . (3.3.1) وسيطا وليكن8- 2 
فتصبح الجملة. بالشكل الآثي ؛ 


Dix + uy ¥ Fy r hy = 0 


PS ¢ YY أن‎ + b= © 


Ir 








فاذا كان 0 تكد رورم -رورم مندكذ يمكننا حل الجملةالجديدة 
وايجاد قيمتي ×,ر بدلالة الوسيط 26 فتحصل على + 
(2)*ع ع 


y= y)2( 
21 


وهي المعادلات الوسيطية للمستقيم ٠‏ 


مشال(۱) 1 


س 





1وجد .المعادلتين الاساسيتين للمستقيم المعين بالمعادلتين ١‏ 
xy + 2z - 5 = 0‏ 


3x + برك‎ -42 -1 - 0 





الحل ؟ 


أولا نوجد امثال توجيه منحى هذا المستقيم : 


- ه-‎ 
i j ا‎ 
re 
١ - | 5 2= 
3 5 -4 
7 xs r ع‎ 
١ =6 +g j 4 8F 


فامثال توجيه منحى المستقيم هي :( 3,5,4- ) ° 
نختار نقطة من المستقيم فاصلتها [-» مثلا ونعوض في معادلتي 


المستانيم نجد ي 
0 = 4 - 22 جا لاك 


Sy -4z + 2 > 0 


HT 


وبحل جملة هاتين المعادلتين نجد نقطة من المستقيم وهي 


(1,2,3) والمعادلتان الاساسيتان هما 


مثال(۲) ۰ 


س 


آوجد .المعادلات الوسيطية للممتقيم المعين بالمصادلتين ١‏ 


x+y-z + 1 - 0 
2x -y+4z +2 =0 
١ الحل‎ 


د 


نختار احد .المجاهيل وسيطيا وليكن <=2مثلا فنحصل على الجملة 


x+y-t+ I] = 
2x-y+4t + 2 = 0 

بحل هذه الجملة تحصل على : 
xz-l~t‏ 
غ2 = y‏ 


فالمعادلات الوسيطية للمستقيم هي 6 
y=2t , x =-J-t‏ و دج 


)3.4( © الزاوية بين مستقيمين في الفراغ ٠‏ 
اا ا س 


ان الزاوية بين مستقيمين في الفراغ هي الزاوية لكافشسة 


بين متحييهما /فاذا كان منحى المستقيم الاول 0 معينا بالتعصاعم 


€ 
)ر Vp,‏ رن لا ومتحی المستقيم الثائي ر0 معيتا بالشعاع 


rg 





(والاو دلاو ونا) جل 


وكانت 8 الزاوية الحادة. بينهما يكون : 
ج ج 
اا 13 
اد ااا 


cos 9 


| روي ع يلون ل ونا LD‏ 


cos 0 - 
كيه‎ u" + 07 + wp < 7 u + ج قر‎ Wa" 


3.4. 


(3.5) زاوية مستاليم مع مستتو : 


س 

هي السزاوية إالكائنة بين المستقيم ومرتسمه على هذا المستوي» 
فاذ! کان منحی المستقيم 0معينا بالشعاع («اوناونا) 0 وكان متحن 
التاظم المستوي ۶ معيشا بالثعاع p,q, r(‏ شكل(؛؟)» 


(ه) # 





)۲٤( شكل‎ 


وكانت 0 الزاوية بين المستقيم ومرتسمه على المستويءفهدهٍ 
الزاوية هي المتممة للزاوية 8 الكامنة بين ١‏ ۷ و یکین ؛ 


ج ج 
snp > Ki‏ 


> ج‎ 
INI*IV| 


1o 





pu + qv + rw | OS) 
Vp" + q + ° Vu f v2 


(3.6) - بعد نقطة معلومة عن مستقيم معلوم ؛ 


ا سه 


sin pq = 


بفرض 0 مستقيم معين بالنقطة ( ر ان وبشفاع منحاه 

) الا ناون) ا ولتکن DAD)‏ نقطة لا تنتمي لهذا المستقيم 

ولنحسب بعد هذه النقطة هن المستقيم ,قاذا كانت ر" المسقط القاشم 

للنقطة ١‏ على المستقيم 0و 0 هو البعد بين النقطة ومسقطهسا 
يكون ١‏ 


(Dı 





شکل (هى 


= 
ت‎ TT 6 م و‎ 121 
IMM, A VI = [MMe] ° VI ° sinê = |1 


ومنه نجد ٠‏ 
0.6 2 عو 


هثال 4 . 


اخسب بعد النقطة ‏ (2-,1,2 )ىما عن المنستقيم 0 المعين 


بالمعادلتين الاساسيتين 6 . 





الحل ء 


من هذه المعادلة. نلاحظ أن المستقيم يمر بالئقطة (1-,2,0) ر1 


کے 
وان ثعاع توجيه متحاه هو (1,2-,2) ۷ 


من النقطتين (2-,1,2)رM‏ ,(1-,2,0) 1 نجد 0 
يت 


جر ص ب ”7 لاح MM,‏ 
4 ج چ د 
V=2i— j 4 2F‏ 
ج ج ج 
k‏ ل i‏ 
رس 2 | ع MMA Y‏ 
2 ا 2 
> جس 
MM A VY =3 — 3R‏ 


ومنه : الا 
72د ل 


+ طول مسقط قطعة مستقيمة على مستقيم معلوم‎  )3.7( 
لك‎ 


بفرض 0 مستقيم معلوم ى' r (eB)‏ شعام الواحدة 


المحمول على هذا المستقيم ٠‏ ولتكن نا الل قطعة مستقيمة معيئنة 


بالنقطتين. (ج2دولارج") جا و ( ور »)8 ولتحسب طول سبقط هذه 
القطعة على المستقيم ,شكل (5؟1)٠‏ 

ل 

MM, = Ga) Û + ay) FP + yz) FP 


ونعلم آن مسقط شعاع كل محور هو قطعة جبرية معينة بالعلاقة : 


ry 


u FMM سقط‎ CM. 


Xx 4 8 yy + ۲ (= ~2)‏ — و( e‏ = 
وطول المسقط هو القيمة المطلقة للعدد. الحقيقي الناتج أي : 
Û (Ya — yı) + Y (2~ 2,)| RD‏ + × ع[ ا طول السقط 


١)١(لاشم‎ 





احسب طول مسقط القطعة المستقيمة 88 المعينة بالنقطتين 
ACAI}‏ (1- ,,8)1,4 على المستقيم 0 المعين بالمعادلتين 


1.8 اس 
2 


٤ 


7 1 


٠ الحل‎ 


ان جيوب تمنام توجيه منحى هذا المستقيم هي ؛ 


2 1 2 
O RN FES 
ج + چ‎ > 
AB =— i + j — 6k 





مسد سح ی ی 





2 1 2 
طول المسقط = (6-) سح + () ج =( 3 


طول المسقط = 5 


ملاحظة ۽ 


يمكن الاستفادة. من الدستور ( 3.7.1 ) لايجاد بعد نقطة عن 
مستقيم معلوم وذلك باختيار نقطة مثل )ر92 (XY‏ من هذا المستقيم 
وحساب جيوب تمام توجيه منص المستقيم المعلوم .فلحساب طول العمود 


وكا انا النازل من ( 2ء ۷ء ں×) ن على المستقيم نلاحظ من الشكل(7؟) 


أن : 5 


Cf 


ره 


کن رر هو مسقط القطعة المستقيمة ر" على المستقيم0 
الديجيوبتهام توجيه منحاه هي ,ال و 8 ون فيمكن حساب طول هذ! المسقط من 
العلاقة /3.7.1) كما آن 11 هو البعد بين النقطتينالمعلومتين 
عندقد بکون ٩‏ - 
— 
تلچ س 2) dt = MM, m~ (x, — x? 4+ O ~ y+‏ 


— [& (x, — x) + Ê Oo — yp) + (2, — 20" (3.72) 


1۳4 








ولنوجد معادلتي المستقيم 0 القاطع لهذين المستقيمين 





مثال ؟ 

VT (ugg ) والموازي للمستاليم و0 الذي منحاه معين بالشهاع‎ ١ 

إحسب طول العمود التازل من النقطلا1,5,6-) على المستظيم , L2‏ 

1 ريه را 62 
2-3 عنام 
تح الود و 17 
'الحل ١‏ 
۰ ڪڪ 
المستقيم يمر بالشنقطة ‏ (3 ,1-ر2 )1 وجيوب تمام توجيسنه 7 
سبحي ر 
منحاه هي ۽ 2 1 2 / 
(کو ° ١ ۹٣‏ 3( 
فاذاكان MM‏ هو العمود .النازل من ر على المستاقيم فان 
شکل (۲۸) 
MM = (— 1 — 2 + (5 4 1) + (6 — 3) = 54‏ الحل ن 
: 2 1 2 س 
D— (6 — 3) 1 =4‏ + 5) 1-2( ]= 
} ج چ +( (-3 [ = MM,‏ ان المستقيم المطلوب 0 والمستقيم 0 يشكلان مستويا ۲ 
M.M, = 3 5/2‏ = 
aM," = 50‏ 03 يوازي و0 كذلك ان المستقيم 0 والمستقيم 0 يشكلان مستوي سار 7 
یواري D3;‏ 


مستقيمين معلومين ويوازي متحي 





فالمستقيم المطلوب 0 هو الفصل المشترك للمستوبينٍ .62 





معلوما ,۽ 
الموازيين للمستقيم و0٠‏ ولحل هذه المسآلة: فراغيا نتبع الخلوات 
ليكن لدينا المستقيمان 0 و ر0 المعينان بالمعادلاتالآتية: 1 
9 التالية ۾ 
١ 6 Pi CRY) = Pix + qj y + ry 2 + hy =0‏ شمرر من ر0 مستويا رم يوازي و8 * 
0 . : 1 
Pa(x,Y, 2Z) = px + qiY + rz + hj = 0‏ - نمرر من ر0 مستویا ر ۴ يوازي و0 م 
0ج ل عون ل برو + وم ت (2 رلا 5 )20 0 
وا 2 8 , . 5 فالفصل المشترك لهذين المستويين هو المستقيم المطلوب ٠‏ 
Pe (X,Y, 2) = px + qyY + rq z + h4 = 0‏ 


ولايجاد معادلتي هذا المستقيم نتبع الخطوات التالية » 


1١ 





- نوجد ععادلة. حزمة. المستويات المارة من 0 ونختار مسل 
الحزمة مدسثويا 8 يواري م . 
چ نوجد معادلة: حزمة المستويات المنارة من ر0 وتختار مسسسن 


الحزمة مستويا 5 يوازي ;۰0 


ان جملة معادلتني المستويين | ,رم هي معادلة المستقيم 
المطلوب ٠‏ 


مثال(!) ؟ 





اوجد معادلتي المستقيم 0 القاطع للمستقيمين »' 


م الدع ريوع عماس 2ر2 2 
D‏ 


0= 42 ر—2x‏ 0= 24-2 سيرم 


والموازي للمستقيم و8 الذي منحاه معين بالشعاع4,[-,2) ۷ 





ان معادلة حزمة مستويات 0 هي . 
P(A)= (1 +22) + (I—X)y ++ 21—1 =0‏ 
مد اننم = AOI‏ 
U‏ — 4 + )1(1—2--)23+ 2(1 
y+ =0, >-1 4‏ 
00 0= ل يي لال 
وهي معادلة: المستوي الاول من معادلتي ٠0‏ 


17 








كذلك »ان معادلة: حزمة منتوياتر 0 هي ۽ . 


Pa(p) e (2—p)x +2y + (1—p)2+2pu—| =0 
رمام‎ 7 RF (u). ¥ =0 
)م 1)2(1-4)1-—(م-—2)2‎ = 0 

—6u+6=0 ; p=! 

P() Bx +2y+1=0 (2) 


وهي معادلة. اإلمستوي الثاني من معادلة 80 ٠‏ 
فالمعادلتتنان ( 1) » ( 2 ) معا هما معادلتا المستقيسم 
المطلوب ٠‏ 


مس ةج ديه دعس 
آي 0= 1+ x + 2y‏ 


(3.9) ى معادلة. الععود .المشترك لمستقيمين في الفراغ: 


ا ا ل ن 


ترد هذه المسالة الى سابقتها في الفقرة(3.8 ) لان منح 


العمود المشترك يمكن استنتاجه من الجدا* الخارجي لشساع المنحه 


للمستقيمين 92,07 آي ؟ 
2 کک 
EVEN Wa‏ 
وبعدعد نعيد خطوات المسآلة السابقة فنحصل على المطلوب ٠‏ 


١ مثال‎ 


آوجد معادلتي العمود المشترك للمستقيمين الآتيين ١‏ 


NE 











2+ 221 - 0 2x—ytz+ i= U 
D3 D, 
3> — ن = 22+ ر‎ xy +10 
الحل ؟‎ 
: آولا نوجد متحى هذين المستقيمين‎ 
ج‎ > > 
j k 
55 
ا 2 > ولو‎ 1 
1 —1 0 
> > > > 
VY =i + j — ع‎ 
ج س‎ > 
1 j k 
- 58 
535 عت ولا‎ 1 0 2 
-f 3 و‎ 1 
- +> ج چ‎ > 
Vv =2i + + Sj — Kk 
عد يو س‎ 
i j k 
ج‎ 
v= 1 1 1 = منحى الممود المشكرك‎ 
2 5 چ‎ 
وبعدئد توجد معادلتي العمود إلمشترك بنفس الطريقة التي‎ 
اتبعناها في حل المشال(إ) من الفقرة السابقةء‎ 
, اقصر بعد بين مستقيمين‎ - )3.10( 
2 بفرض 0و8 مستقيمين في الفراغ ولئحسب اقصر بعد بينهماء‎ 
آي لنحسب طول قطعة من العمود المشترك لهما المحدودة بنقطتي تقاطع ل‎ 


1 





'العمود المشترك مع المستقيمين المفروضين ٠‏ 


ولنبد]. بالحل الفراغي لهذه المسألة : 





2 شکل (۲۹) 
نمرر من ر0 مستويا ‏ يواري المستقيم ۰01 
نسقط |0 على المستوي ۲ فنخصل على المستقيم إ0 ٠‏ 


نقيم من النقطة ر۲ نقطة تلاقي إ0مج ر0 عمودا ملى المستوي 
فيقطع 0 على التعامد في النقطة نا فا لقطع ا ستر 01 

هي قطعة العمود المشترك وتمثل اقصر بعد بين المستقيمين 

فلو اخذنا اي نقطة اختيارية مثل ۸ من المستقيمم إل 

وانرلنا منها عمودا على المستوي۴مثل ۸8 فان 117 <۸8 

اي لحساب طول قطعة العمود المشترك يكفي أن نحسب بعد نقطة 

اختيارية من 0هن المستوي ۶ء 

والحل التحليئي لهذه المسالة يصبح كالآتي . 

نمرر من ر0 حزمة مستويات ٠‏ 

- نختار فن الحزمة مستويا مثل 5 يوازي المستائيم ر0 ٠‏ 


ه15 





بختار من نقطة ما مزالمستقيم 0 وتحسب تغدها هن المستوي ٠۲‏ 


۳ 
مشال . 
کن 
إحسب اقصر بعد لين المستقيمين الآتيين ٠‏ 
2x+y—2z2+1=0 gf SEE‏ 
D, 1‏ 
x—y +2 =0 x+z—1 =0‏ 
الحل. 
١‏ تمرر حرمة مستويات مى رمعادلتها 
P(A) = (2+ )x + (1—)y— 224+244+110‏ 
لشوحد صسحى المستقيم 8 
د 3-0 اج 
٠ 0 k‏ 
55 
A | 1 ~1‏ 
1 0 1 
ند Tea‏ 
ك1 


Fao‏ معط ص رط ردحاظ 
م2-6+(2)1-2-(2+2) 1 


ج , 34+250 


2) (= ree 


P, E 4+ Sy—6z—1— 0 





ب نختار نقطة من 0 راقمها 2-0 مثلا فيكون y-5 e×=1‏ 
اي A)1,-3,0(‏ هي النقطة المختارة٠‏ 
نحسب بعد . ۸ عن المستوي P2‏ 


4-151 


12 
8 
TTT 


(3.11)- طريقة شانية لحساب اقصر بعد بين مستقيمين معلومين : 


بفرض 0 ,ر0 مستقيمين معلومين في الفراغ ,لحساب أقمر 
بعد بيئهما يمكن أن نتبع' الطريقة -التالية ؛ ٠‏ 





شكل (20 


لتكن رار" قطعة العمود المشترك بين المستقيمين ‏ 02,0 
نختان نقطة مشل (2,رلور×)۸ من المستقيم 0 كذلك نختار نقطة 
مثل (ر2ءر۷ءر×)8 .من المستقيم 0 فیمكن اعتبار ر1 مسقلا 
للقطعة 88 على منحن العمود المشترك للمستقيمين لذلك نحسب جيوب 
حمام توجيه منحى العهود المشترك للمستقيمين ثم نطبق الدستور 


۰) 3.7.1 ( 


16¥ 


مثال(1): 


س 


!حسب طول العمود المشترك بين المستقيمين ١‏ 


zx J1 _ 2+2 


(D) Sa Tg 


| 
n» 





ك = ج (D»‏ 
الحل ؟ 

ان أمثال ترجيه منحى المستقيم الاول هي :. (5,2-,3) 
وامثال توجيه منحى المستقيم الثائي هي ؛ (3,1-,2) 


فامثال توجيه منحى العمود المشترك تعطى بالمعينة , 


mh‏ > ج- 
k‏ 0 
. >+ 
2 5 و ا=-۷V‏ 
1 3- 2 
چ احم اد 
k‏ 3 
وبالتالې فان جيوب تمام توجية منحى العمود المشترك هي ١‏ 
e )‏ 
حي ١‏ لي ١‏ جلج) 
المستقيم 0 يمر بالنقطة 200 
بالشقطة ‏ (8)0,0,0 وطول العمود المشترك هو : 


1 


1 1 1 E 
MM = | 2-۵ + لی = |2۵ طب + (0- 0 حكن‎ 


154 





(3.12) - تقاطع مستقيم مع مستى ” 


سس شد ىسى 


الحالة الاولى + اذا كان المستقيم معينا بالمعادلات الوسيطية 


ليكن لدينا المستوي المعيزبالمعادلة : 


px + qy + rz +h = DU‏ = م 
والمستقيم 0 معين بالمعادلات الوسيطية , 
رخن« 312 ب تايح عن 1 = Aw ,y‏ 2=2 
ولنوجد احداثيات نقطد قاطع المستقيم مع المستوي ٠‏ 


ان نقطة التقاطع تحقق احد اثباتها معادلات المستقيم والمستوي 


معا علذلك نعوض ‏ x×,لار2‏ بما يساويها في معادلة المستوي يكون ١‏ 


P (Xa سه‎ F q (Yo 4 Av) + r (zg 4 Aw) +h= 0 


وهذه المعادلة تكتب بالشكل : 


(PX + QYo Fret h)+2(pu Ft qv + rw) Û (3.2.1) 


* منه‎ 
0. + ذ +22 + ملاو‎ 
LT te TERN 


باع ل يده ل باص ا 


ا سانا 
وهذا الشرط يعني عدم تتوازي المستقيم مع المستوي وبتتعويض 
۸ بقيمتها في المعادلات الوسيطية للمستقييم نجد احداثيات نقضشة 


التقاطع وهي وحيدة. 


أما اذ؛ كان 8 -وعديوج+لام فتصبح المعادلة(3.12.1 ) 
من الشكل ۽ 
A= (Pi + qy, Fra +h) (3.12.2)‏ 


وعندئذ تكون اهام حالتين : . 


ت 0ن عندعد تكون المعادلة 
(6.12.2 محققة مهما كانت ۸ وعندئذ يكون المستانيم واقصا 
في المستوي م ٠‏ 

(PX + qYa + rz, + h) ¥ 0 =‏ عندكذ تكون. المعادلسة 
( 3.12.2 ) مستحيلة؛ التحقيق وعندئل يكون المستقيم موازيسا 
للمستوي م . 


الحالة الثائية ١‏ اذ! كان المستقيم معينا بتقاطع مستويين٠‏ 


ليكن المستوي 8 معيشا بالمعادلة ٠١‏ 


0ع ط+ 2ج" + لاو + دام ج 


م 
n‏ 


والمستقيم 0 معين بالمعادلتين ؟ 
Tz +h =0‏ + لارو+ »رم 8 
0 وم + 222 + Paz Pax +qY‏ 


بحل جملة: المعادلات الثلاثة تجد .احداثيات نقطة التقاطسع 


بشرط أن تكون معينه الامثال 0 # ۵4ء 


آما اذا كانت معينة الامثال 0 - 4 أي ؟ 





P q 8 f 
حك‎ Pı 9 كن‎ j =0 
Pz 9 Ta 


آي اذا كانت نواظم هذه المستويات واقعة في مستى واحدء 
عندكذ نكون امام حالتين ؟ 


يوجد للمعادلات الثلاثة مدر لا متناهي من الحلول ,وهذا يتم 





- 
إذا كانت المستويات الثلاثة مشتركة بفصل مشترك واحد هو 
المستقيم 0ء 
- لا يوجد للمعادلات الثلاثة حل مشترك وبالتالي فالمستويسات 
الثلاثة لا تتقاطع معا باي نقطة وعندفذ يكون المستقيم 8 
موازيا للمستوي | اء 
مشال )١(‏ ؟ 
اوجد نقطة تقاطع المستوي ١‏ 
3x + 3y + 32 - 3 =0‏ 
مع المستقيم ٠١‏ 
كسا _ اقا ونفلة 
EFT 3‏ 3 
الحل : ا 


المعادلات الوسيطية لهذا المستقيم هي ٠‏ 
غ3+ 5- ع عد,ى غ-3جيزر ,غ2-3+2 2 


1o1 


بالتعويص في معادلة المستوي بحد 0 > 18-غ+9ومتهة2 ه + 
تعوص |قيمتها في معادلات المستقيم 
1ع« .221,101 


فقطة التقاطع هي ؟ 
)1,1,1( 


مشال (۲) 





اوجد سقطة تقاطع المستوي 


3x + y -4z -7 = 0 


مع المستقيم المدكور في المشال(١)ء‏ 
سعس طريقة المثال(!) محد ‏ 7- 0.8 وهذة المعادلة مستحيلة 
لذلك مالمستقيم لا يقطع المستوي ٠‏ 


مشال(م) 





اوحد مقطة تقاطع المستوي 


0 = 42“ بره ع3 
مع المستقيم المذكور في المشال(1). 
نفس الطريقة بحد 0-غ.0 لهذه المعادلة عدد لا هتاه سن 
الحلول لذلك مالمستقيم يقع في المستوي ء 


(4.13) - شرط تقاطع مستقيمين (او وقوعهما في مستتو واحد). ٠١‏ 





اذا كان المستقيمان . 


lor 





~2 ول ع 
a‏ ےے لے ہے س ,0 
)( 2 2 1 )0 
2( ق کے ےو ےکک وو 
Wa‏ و رلا 


واقعين في مستى واحد عندئذ تكون ,۽ 


وت . حه 0 
0 > ( ولام MM. (JV)‏ 
کج و. 
حییث €0 ر٠‏ ,ر0 6ر ,رلا درلا شعاعا منحيي المستقيميسن, 
ونعبر عن الجدا.ء. المختلط بالمعيئة , 


E حي ول‎ 
0 8 Wy =0 (3131) 
U, 3 س‎ 


وبالعكس اذا كان الشرط (3.13.1) محققا عندئذ باع المستقيمان 


في مستو واحد ۰ 





شكل 60 


1 





بالحقيقة اذا وقع المستقيمان 02,0 في مستى واحد بالمستقيم . 
0 


وآ رمم شكل(1؟) يقع آيضا في نفس المستوي اي ان الاشعة ol‏ 


#تقع في مستو واحد( وبالعكس ) ٠‏ وهذا فا فبرنا تة 





12 
بالشرط ( 3.13.1 )* . 
ملاحقة , 
اد كان 
E‏ ا 
u 07 Ww‏ 


فالشرط ( 3.13.1 ) محقق حتماءعندكل المستقيمان متوازيسان , 
واذا لم يتوفر شرط التوازي فالمستقيمان المحققان للشرط( 3.13.1) 


٠ متقاطعان‎ 


تال »+ 


بين فيما اذا كان المستقيمان 6 


0 





© 


متقاطعين ؛ثم عيّن نقطة تقاطعهما في حالة التقاطع ٠‏ 


١ الحل‎ 


اتنا 63 > ( 2) يقعان في منتو واحد لان الشرط 
لم 1 


(3.13.1) محقق » 


4ك | 2 1 


3 


1 4 


lof 








کما إن هذین المستقيمين فير فتوازيين ( لان أمثال توجيم 


منحی الاول لا تتشاسب مع امشال توجيه منحى الثاني ) ٠‏ ولايجسان . 


نقطة التقاطع ,علينا أن نحل جملة المعادلات الاربعة ( 1 )ء( 2) ذاث 
'المجاهيل الثلاثة 
الاربعة نيس نها آي حل علكن في هذه الحالة يوجد لها حل لان الشرط 


, لذلك تود .الحل المشترك لثلاث منها فتحصل على‎ ٠ 


×ولر,2 ۰ ففي إلحالة العنامة هذه المعسادلات 


) 3..1) محقق 


والمعادلة: الرابعة محققة حتماءفنقطة التقاطع هي (1,2,3) ' 


اما اذا كان المستقيمان 0 ج0 معطيين بالمعادلات ١‏ 


معد رط عه قاس !4 ررك معام الا 


Pa 8 PX qay + raz | ha =0 


Ps ê Py x 1 qgy + r2 + hy =0 


Pa BPX} Quy ez مب ل‎ 


فان وجود .المستقيمين 0,0 في مستوي واحد »يعني أن هذا 


المستوي يكون إحد مستويات الحزمة المعيئة بالمستويب P29)‏ 
وينفس الوقت يكون هذا المستوي أآحد مستويات الحزمة المعيشسلة 
بالمستويين و7 دن 
تتحقق المعادلة ؛ 


م فيوجد عندثذ آربعة وسطا ۶ا بحیسث 


3 Pı + A4 Pa + A, Py + 3, P, = 0 
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أي أن احدى المعادلات الاربعة يمكن استنتاجها من المصادلات 


الثلاثة الاخرى »وعندئذ الشرط اللازم والكافي هو , 


Pr 9 f h, 
Pı r ha 
۵ =0 (3.13.2 ( 
P» 9 و‎ hy, 
P, Q4 8 h4 


:)١(لاثم‎ 


“تت 


اثبت أن المستتيمين. : 


x+y+2a2 1-2 0 x4+y—22+2=0 
و2‎ 10 
ےس ر‎ 2 =) 3x—2Z2+1 m0 


يقغان في مستو واحد ثم عيّن نقطة تقاطعهما ٠‏ 


الحل ؟ 
2 وات 1 2 
1 2 0 3 
0 > = 4 
3س 1 1 4 
2 ا 1 0 
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فالشرط ( 3.13.2 ) محقق وبالتالي يقع المستقيمان في مستتو 
واحد ٠.‏ 

اما نقطة التقاطع فنحصل عليها بايجاد الحل المشترك لشلاث 
من المعادلات الاربعة فنجد 1= × , ل0ل ,2 = < ونرى بسهولة 


آنها تحقق الرابعة . 


مثال (؟) ؟ 








1-3 2- 4 


E 5 
3 


4 3 





يقعان في مستو واحد !وجد معادلةهذا المستوي ثم عيّن نقطة 


تقاطهما ٠.‏ 
الحل ۾ 
ان شرط وقوم المستقبيمين في مستو واحد هو ؛ 
4-3 3-2 2-1 
0 4 3 2 
5 4 3 
وهذدا محقق ٠‏ 


معادلة مستويهما هي معادلة مستو يمر هن نقطة معلومةويوازي 


٠ منحيين‎ 


1o¥ 





ومنه 
x—2y+z2z=0‏ 


ولايجاد نقطة التقاطع نكتب معادلة المستقيم الاول بالشك ل 
الوسيطي ٠‏ 


x=2t+1 
y=31+2 
z4 +3 


ثم نعوض في احدى مصادلتي المستقيم الآخر ءفنجد 1 - < 8 
ونقطة التقاطع هي 6 (1-,1-:1-) 
(3.14) - التناظر بالنسبة الى مستو ٠‏ 


تعريف : نقول عن الشقطتين ‏ (2 ,لر ×) ر 9ر2 ر۷× 
انهما متناظرتان بالنسبة للمستوي . 
PF Spx HFQqyHFrE 4h =0 4.2‏ 
إن! كان هذا المستوي يعامد القطعة 1012 في منتمفهاء 
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کل (۳۲) 
بما آن المستوي ۶ يعامد ر1 مندفد نكتب ٠١‏ 
MM, N‏ 
وهذ! يعني ۰ 
552 س دل ارا 
( 3.14.1( جک = د جد 


والنقطة 0" منتصف 12 N‏ تحقق احداشياتها معادلةالمستوي آي: 


+h =0‏ چك ,+ نيك و + عيثم 


)3.14.2( 
إن المعادلات الثلاثة في الملاقتين السابقتين تمكننا سن 
مرفنا الاخرى والمستوىي P‏ ,كذلك تمكئشا 


ایجاد إحدى النقطتين اذا 


من ايجاد معادلة. المستوي م إذا مرفنا النقطتينٍ المتناظرتين ٠‏ 
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ان. النقطتين راف رل تحققان المعادلات( 3.14.1)ف(3.14.2) 


اوجد نظيرة النقطة )1,0,1( M,‏ بالنسبة لتمستوي . 


8 سارت ا my.‏ - 
)0 قحك = لحد ۔ كجد 
xX+y+z+l=0‏ 
tx, Jt _» MF 93‏ 
الحل . @ 0 جم وت + ك2 


نفرض ‏ (ر2,رلور× )ر نظيرة الن بالنسبة لهذا المستتلوري كما ان النقطة 11 تحقق احداثياتها معادلة المستوي رمأي 








1 
حصب (3.14.1) (3.14.2) نجد + 
X1 2Y +2; ¬ 4 (3)‏ 
سي ص ولواع | دير 
0 قال ب در يا اذا كتبنا المعادلة( 1 ) بالشكل الوسيطي نجد ٠‏ 
KS ss‏ 2-07 
٠‏ يدع يد الى يريو aN o,‏ 
بحل جملة: المعادلات الثلاثة نجد . 
2س = : کے = 1 8 
إن ي اي وبالتعويض في ( 2) تجد 1 
والنقطة هي )1-,2-,1-(رM‏ هت اوق و تاد نان 5 2 2 أ 
مشال (؟) 6 
4X2 + 2y; — 4z + 96-0 @‏ 


اوجد معادلة المستوي الذي يناظر المستوي . 


بالتعويض لبي ( 3) نجد 1 
P3 x-2y+z - 1-60‏ وب يض ببي ( 3) 
بالنسبة للمستوي ؟؛ 


3 2× +y-2z > 0 


x — 2y > 2, —2t— 1= 0 6) 


o 
ıt 


الحل ١‏ ويحذدف أبين المعادلتين ( 4) (٠‏ 5) نجد ي 


17x — 14y, +2 — 9= 0 3‏ 
لتكن (ر2 ,رلور× )1 نقطة من العستوي 3۶(ر2«ر۷ءر×) ر١‏ 


نظيرتها بالنسبة للعستوي ۴ ء٠‏ وهي معادلة المستوي المطلوب ٠‏ 
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مشال(؟) + 


— 


اوجد معادلتي المستقيم02 الذني يناظر المستقيم : 
0 - >< + لاك وي 


x+2y—]= 


z3 x+y +z + 3 =‏ م 


1 
o 


لتكن ل '(ر2ر۷ءر×) 1 N‏ نقطة من المستقيم ر٥‏ ولتكرز ح ,بار *) را 
نظيرتها من ر0 بالنسبة للنمستوي ۲ ,النقطتان ol)‏ تحققنسان 
المعادلات (3.14.1) 0.2 ) كما أن النقطة اتحقق معادلتي 


المستقيم |0 وبذلك يصبح لدينا خمس معادلات خطية تبط احداثيسات 


1] باحداثيات ر81 فاذ!ا حسبئا »و ولاو رج بدلالة ٠‏ ×ور,2 من شسلاث 


£ 
معادلات منها وموضتا في المعادلتين الباقيتين نحصل على معادلت ي 
المستقيم المطلوب «حسب ( 3.14.1) +( 5.14.2) لدینا ۰ 
00 اسحف ا واج إلى يه 
لك 1-7 





30+ کے پې طط ې کد 


3 (2) 


من (1) نحصل على المعادلتين ١‏ . 


2( وؤ ست إلا تاولا ح- يه ومنها سو ولا عد يه 
4 س ب2 د پر كن ولس يه ل إلا ح 2 
r‏ 





يالتعويض في (2 ) نجد : 
1 .8 
( 22 روي 2 )ع سو لزه 2س ولق 
وبالتعويض في (3)» ( 4) نجد ۾ 
زياج وو سيم 2ع الله 2 سد يه 
( 22 پ2 س × ) 2= Xx‏ 
نعوض الاك في معادلتي رم فنجد , 
EET‏ ان ا 
x F22, +7 =0‏ 
هما معادلتا المستقيم المطلوب ٠‏ 
(3.15)- التناظر بالنسبة الى مستقيم 6 


: تعريف + نفول عن النقطتين 17 


انهما متناظران بالنسبة الى المستقيم 


الاويعامدها في منتصفهاء 
1 


يقطع القطعة المستقيمة !ا 





1 


Ma (xz Y2 522), 11, ( 5‏ 
ذا كان هذا المستقيم 





فاذ! كان المستقيم ( معينا بسجملة المعادلتين ٠‏ 


P(x,y,z)=Q 
Q(x,y,z) =0 
ج‎ 
VU (uyuy,w) وبالتالي فان محنى هذا المستقيم معلوم هو‎ 
E هل-‎ 
: فان‎ ۷١ وبعا أن .0 !!يعامد‎ 
VY MM, U (xg — x) 1: 7) لس‎ (1١ w (2g -— 7)0 (315.0) 
وبما ان منتصف راا" تقع ملى المستقيم 0 فاخداثياتهسسسا‎ 
٠ تحقق معادلتي المستقيم أي‎ 


ردودم) =١‏ ( قك , شجك , .شجة)م 
وئام چك ۽ طخد , عج5)؟ 


تستخدم. هذه المعادلات الثلاث لايجاد نظيرة نقطة اى نظير مستو 
او نظير مستقيم بالنصبة الى المستقيم 0ء 


مثال )١(‏ ؟ 


لسلسم 


عيّن نظير النقطة (2-,1,2) ۲ بالنسبة للمستقيم ٠‏ 


I+2y—1 0ھ‎ 


0ع 4ه بير + ع2 
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الحل ۽ 


تنفرض (2,لاء )ر نظيرة رل بالنسبة للمستقيم 0 
ولنوجد .ولا منحى هذا المستقيم » 
£ 7 7 
0 2 1 


2 1 1 


>+ 5 ج جه 
V =2i— j 3R‏ 


بتطبي3,15,2(,)3.1.5.15) ,(3,15,3) یکون , 


2(x—1)(—(y—2)—3(2+2) m0 00 

® 10 22ب کا 
2+y -2+2 - 3‏ +1 

@ 6ه شت + لیت + ش2 


باصلاع المعادلات الثلاثة نجد ١‏ 
6-0 ج32 سير ع2 
0= 3 +2 +ع 


2x+y+z2—6 =0 


بحل جملة: هذه المعادلات نجد + 


11o 


أي نظير دعم هي النقطة ٠‏ 


٠ مشثال(؟)‎ 





أوجد نظير المستوىي ؟. 
Psx+y—2z2+1 =0‏ 


بالئسبة الى المستقيم 0 المعين بالمعادلتين ١‏ 


0 عدج -ع 
0 +2 +ع 


نوجد فنحى المستقيم افنجد : (1,1-,1) ل 

ولتكىن ( درلادر» )رام نقطة ما من المستوي م ولتكلن 
(۷,2,×) ر نظیرتها بالنسبة الى المستقيم 0 6١‏ 
بتطبيق (3.15.1) , (3.15.2) ,(3,15.3) نجد + 

0 = ( 2 —2) + ( لس )=( ×= ×) 

0 )2+24 با +2 

ددحو ور TE‏ 

ايد اع Eo‏ 
+2٥‏ لد ت 


2 


باصلاح هذه المعادلات الثلاثة نجد .» 
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TK FY zy mK Fy z 0 
وو کے رس ركد‎ 7 
x f Yr =× --4 0) 


تحسب × و رلا 2بدلالة عاورلارح فتجد ي٠‏ 
(4 2-224 + ج س = 
(ھ م2 جارج ع2) لد بر 
وس سر ع سل سه 1 
لكن بما أن ,1 نقطة من م اذن ؟ 


0 ع 1 + ر(22- رلا + * 





بتعويض ١‏ ,)لاو 2بما يساويها في المعادلة الاخيرة نجد + 


5x-y+2z + 9 = 0 


هي معادلة المستوي المطلوب ٠‏ 


1Y 








7 


-7 


€ 


تماری سن (۲) 


آوجد معادلتي المسقط القائم للمستقيم ٠‏ 

3x-y+2z-1=0 , x+2y -2-2 > 0‏ 
١‏ على كل من المستويات الاحداثية٠*‏ 
٣‏ على المستوى : 


3x+2y+z = Û 


اوجد معادلتي المستقيم الذي يقطع المستقيم ٠‏ 


x~—1 y 2-2‏ ا 


TTT 7 


ويعامده. »ويقع في المستوي , 
3x +y -2 - 1 = 0‏ 


اوجد ععادلات المستقيمات التي تقطع المستقيم ١‏ 
2+7 _ كتجعر_ 5 


2 1 


x 


+ 


- 








ادو 


وتصنع معه زاوية قدرها 60 درجة وتقع في المستوي ١‏ 
0س 1 +22 دوع 


أوجد معادلتي المستقيم الذي يمر بالنقطةا 1,2-,8)1 ويقطع 
كلا من المستقيمين ٠‏ 


1 





- 


Baa 3 ته‎ D, Fxy—z+150 
2+ 4y+2—4 =0 

ثم احسب طول القطعة المحدودة. بنقطتي تقاطع هذ! المستقيم 
مع المسشقيمين 0ور( ٠‏ 

اوجد معادلتي المستقيم الذي يمر بالنقطة (6,5-,8)2 
ويعامد .المستوي المنار بالنقاط ,۽ 


Bn 7‏ 
رن عه 5 (ب,3,2-)6 ,2-3,4 


آثبت آن المستقيم ؛؟ 
23ے ۾ تجا لتة 
ال يي IE‏ 
يواري المستوي : 
2x+3y-6Z+7 = 0‏ 
ثم احسب البعد 'الكائن بين المستقيم والمستوي ٠‏ 
اوجد نقطتي تقاطع المستقيم الواصل بين النقطتين (2,17,9-)8 


ل 
(1,12,7-)۸ مع المطح 0 > +z‏ “رو “×11 


احسب طول العمود النازل من النقطة ‏ (3,1,5-)۸ ملسى 


5 لمستوي + 0 = 538- 22+ 6x-3y‏ 
ثم عيين إحدأثيات مسقط النقطة8 على هذاالمستوي ٠‏ 


1وجد معادلة: المستوىي الذي يحوي المستقيمين ١‏ 


1 





¬١ 


لت 


2+3 1-2 57 2+1 8 1ج ور 2-3 


شم احسب اقصر بعد بين المستقيمين ٠‏ 


اثبت آن المستقيمين ١‏ 


ک2 ے 4٣ل‏ ے z+6‏ _ 5ل 
جردا = للد ل 7> = e‏ 


متقاطعان ومين نقطةتقاطجهما ءثم احسب طول الععود .الننسازل 
من النقطة ( 3 ,2- ,3) ۸ على المستوي الحاوي لهذين 
المستقيمين ٠‏ 
اوجد معادلة المستوي الذي يحوي المستقيم ١‏ 

72-50 ++ ير5 + ع3 , 0ع وج لايع 


١ وبوازی المستقيم‎ 
axty+tZz=0 , 2x—3y—5z2—=0 


اوجد معادلتي العمو دالمشترك للمستقيمين ؛ 


تت أ 7 x—1‏ 
3 =4 =× و =z‏ چ = س 
واحسب اقصر بعد بيئهما ٠‏ 
احسب حجم رباعي وجوه روءوسه النقاط : | 


A123) , B23, , C(—2,—12) , D (3,0, —3( 








3 احسب حجم رباعي وجوه وجوهه المستويات الاربعة الآتية ؛: 


6 عع ل اعد ةا 2 3سدتر م‎ _ J=0 . x0 


0~ لدينا النقاط الثلاث ١‏ 
B(—20.—3) , C(00,—~2)‏ , (3,2,1)م 
والتقطة م متحولة في الفراغ ,اوجد المحل الهندسي للنقطة 
م بحيث يكون حجم رباي الوجوه 6880 يساوي داشمها 5 


= اوجد بعد النقطة ( 2,3-,۸)1عن المستوي 0 <2-5+ر+× 


مقاسا باتجاه يوازي المستقيم ٠»‏ 


17 إشبت أن المستويات الثلاثة ٠»‏ ا 


28-0 جم( لزكا--ع2! ترم 
0 ج 





سج 7 لبو 6 ل 6= Pq‏ ا 
5y.-292 12. 0‏ + ع2 كترم 





تتلاقى فني خط مستقيم واحد واشبت ايضا أن نقطة تقاشلع 
المستقيم ١‏ 


±3 _ ل x¬‏ 
کے کہ = 


0 3 
مع المستوي الثالث هي على بعدين متساويين عن المستويين 
الاول والشاني ٠.‏ 


۸ اوجد معادلات المستويات التي تحوي المستقيم : 


: 1Y1 





١-84 


1 


۲ 


x—y+22=0 , 3x+y+2-5=0 
رتميل بزاوية 45 درجة ملى المحور جن ثم آوجد .آيغا معادلة‎ 


المستوي الذي يمر بالمستقيم المعلوم .ويوازي المحورده 
ثم احسب طول اقص بعذ بين المستقيم المعلوم والمحور زه ٠‏ 


اذا كان المستوي ‏ 0 - 397+72-»4 افقيا اوجد معادلت ۴ 
و نحي 


المستقيم الرآسي الذي يمر بنقطة الاصل ثم اوجدجيوب تمام 
توجيه منحى المستقيم الذي يقع في المستوي ٠‏ 52=<0-ر+×2 
والذي ميله؛: على المستوي الافاني اعظم ما يمكن . 

اوجد معادلة المستوي الذي يمر بالئقاط ( 0,4,1()5,7,10) 
(2,0,3 ) شم اوجد معادلتي المستقيم الؤاقع في هسسذا 
المستوي والذي يقطع المحور 02 ويكون هيله على المستتوي 
لإ»ءاه اعظم ما يمكن ٠‏ 


ميّن نقطة على المستقيم ٠»‏ 


xy +2+11 =0 
2x+y—z2+2=0 


بحيث يتساوي بعد اها هن العستويين المتوازيين . 


2x—y+2z—1=0 
2x—y +22490 


اوجد نظير النانطة (2,1,3-)۸ بالنسبة للمستوي , 


x + 2y + 32~ 2 =0 


YT 





“¥ 


~4 


اوجد نظير المستوي  ٠‏ 
Pmx—2y+z-4—0‏ 
س1 ل ع ساو ع2 ع 9 
اوجد نظير المستاقيم ٠‏ 


0-ج و2 +خ2 


0ج له ع2 





بالنسبة للمستوي : 
1-60 ج2913 اعم 


| ٠ ارسم المستقيمين‎ )١ 








؟) اكتب معادلات المستقيمات التي تقطع هذين المستقيميهيمن 


وتصئع معهما زاويتين متساويتين ٠‏ 








رداغ 
السطوع والممنيات في الفاغ 


و(رري) - تعريف السطع : 
اا لمت 


هو المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ التي تحقق خاصة 
معينة تد عى الخاصة المميرّة لهذا السطح ٠‏ 

فمجموعة نقاط الغراغ التي تبعد بعدا فابتا عن نقطة ثابتة 

توءلف سطح كرة .كما آن مجمومة نقاط الفراغ التي تبعد بعدا ثابتا 


عن مستو معلوم تو *لف سطحا مستويا يوازي المستوي المعلوم ٠‏ 


(4.2)) - معادلة السطحع: 





اذا استطعنا التعبير عن الخاصة المميزة للسطح بعلاقة تربط 
بين احد اشيات نقطة متحولة على هذا السطح في جميع أوضاعهاءقهده. 


العلاقة تدعى بمعادلة السطح فنكتب : 
f (xyyyz2) =0 (4.2.1(‏ 
فكل نقطة ( ولمع ) من هذا السطح تحقق احداثياتها 


المعادلة ( 4..1) »وكل نقطة تحقق احداثياتها هذه المعادلة هي 


1Yo 





نققِطة من السطح ٠‏ المعادلة(4.2.1) تسمى بالمعادلة. الديكارتية للسطلح 


بالشكل الضمئي ٠‏ واذآ استطعنا حساب أحد المتحولات 2 مثلا هق 


المعادلة( 4.2.1 ) بدلالة المتحولين الآخرين نحصل على المعادلنة: 


)4.22( (ا,؟) ٠‏ دع 


هذه المعادلة. تدمى بالمعادلة: الديكارتية للسطح بالشكسل 
الظاهري ٠‏ ويمكن أن تعبر من الخاصة المميزة لسطح ما 5 بمعادلات 
من الشكل ؛ 


x= ۴)u, ( و‎ y= Fg(u,v), z=f (u,v) (RE 


حيث لا متحول مجموعته الكلية لا »و اهمتحول متجموعته 
الكلية ۷ . فاذا قابل كل عنصصر (ارل) من المجموعة ا*لا ثلاثي مرتب 
(۷,2,×) تمشله النقطة (2,ل,)!! من السطح 5 وقابل كل نقطة 
مثل (<2,لا ,»)لا من السطح 5 منص وحيد ( باون ) من المجموعة 'اءلا 
عندكذ نقول ان المعادلات (4.2.3 ) تشكل المعادلات الوسيطية للسطح 
(5) ونسمي المتحوليننا رن وسيطين ويمكن ان نرى بسهولة إن جملسة 


المعادلات ( 4.2.3) تمثل سطحا ال يمكن حساب ارلا من المعادلتين 
زاون )ج؟ = 8 x= f )u,v)‏ 
بدلالة: بر بو وتعويضهما في المعادلة الثالثة فتحصل على 


٠ المعادلة:‎ 


) اى» وم + 


وهي المعادلة الديكارتية للسطح بالشكل الظاهري ٠‏ 
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كما يمكن الانتقال من الشكل الظاهري لمعادلة السطح الى 


الشكل الوسيطي ,وذلك بفرض ؛: 
Y=VvV, #8 0‏ 
فتحصل على المعادلات الوسيطية 3 
نع , لديز , (لارن)© دج 


مثال 5. 


لناخذ الكرة )5( التي مركزها في مبد] الاحداثيات 0 ونصف 
تطرها م ء ولنغخرض ر×0 جملة محاور متعامدة في ه ولتك سن 


(“ا,رلا, )4 نقطة من سطح الكرة ٠)5(‏ 


ولتكنز 0 ,/ر,»)'!/ المسقط القناكم للنقطة !! على المستوي ا 
برها وى دالزاوية الموجهة من المحور يان الى المخور الموجه من 50 
الى بد (29ك هك ٠6‏ ' 
ونتكن الزاوية بين المحور 2ن والمحور الموجهة من © الى 

٠ فالاحداثيات: الكروية للمنقطة 0 هي‎ >17 > M 





x = R Sin v. Cos u 
ل‎ 2 85 sin v. sin u 


Zz = R cos v 
ان المعادلات الثلاثة السابقة هي المعادلات الوسيطية‎ ١ فاقول‎ 


للكرةءلانة اذا حذفنا الوسيطين ں ,ا بین هذه المعادلات تحمل فلنى 


المصادلة: 





)۳٤( شکل‎ 


وهي المعادلة الديكارتية للكرة؛ وصرى ذلك مفلا في تحسث 


٠ الكرة‎ 


(3 4)- معادلات المستقيم الساظم والمستوي المماس لسطح, 
اا س 


ليكن السطح (5)معيسا لبالمعادلة الديكارتية 0 f(xsy,z)=‏ 
ولتكن (2 ,لارير)م نقطة من هذا السطح ءو ١‏ نقطة من السطح قرية 


حدا من 1م ٠‏ احداثياتها | رجى ب 2رلزن +بزرخه +<) 


فاليا كانت ف 9 لآث 9 *ه مقادير لا متساهية في المصسسينء» 
فحسب دستور التزايدات المحدودة في التحليل الرياصي لكتب 


TRF AT,Y FAY, ZF} A2)= f(y DLP, AX HF fy. ay +f, Bz 
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شكل (وم) 


وبما أن ۸ و'! تشتميان للسطح (5) يكون ١‏ 
مدعه ارو ,1+ كه fe‏ 


هذه العلاقة هي صارة تحليلية للجداء السلسهست ني 


(4.3.1( 
تلاحظ ان 
لشتصاعين متعامدين ١‏ الاول هو 


چ ج چ و 
MM' =ax ı Fay J +azk‏ 


' والثاني هي‎ 
+ چ + س‎ 
N =fyi +f) +E, k 


وبما ان ' قرسة حدا. من ا فالشعاع ٨۸‏ کل م ی 
المماس للسطح سد .النقطة ۲N‏ وبالتالي يكون الشماع 7 العفودي 
علية في هذه النقطة يمثل مبحنى الساظم على هذا السطح ويمكن اننقول 


و1 


أن امثال توجيه منحى الناظم على السطح(5)هنك النقطة (2,لار»)! 


إهي المشتقات الجرثية لمعادلة السطح. 


فالا كاتلٍ7/,7,)) نقطةمتحولة من المستقيم الناظم هنم 


النقطة ۳ فان معادلة المستانيم التاظم تكون + 


X—x پچ لے‎ 2z 
e 7 (4.3.2) 


آما المستوي المماس للسطح( (5) عند النقطة (2,لإر»× )1 
أبو بالتعريف المستوي المار من ١‏ ويعامد الناظم للسطح في هذه 
النقطة »فاذا كانت (۲,2,×) نقطة متحولة من المستوي الممساس 


لمعادلة هذا المستوي هي ١‏ 
(Xf + (Y—y)fy, F(Z—z)f', m0 )4.3.3(‏ 
مثال(١) ١‏ 
. 
ليكن السطح (5) معينا بالمعادلة , 
2xy + 23-2 = 0‏ بتي 


اوجد معادلسة المستوي المماس ومعادلتي المستقيم الناظم 


لهذا السطح عند .النقطة (1,0,1)ر™ .۰ 


. ١ الحسل‎ 


س 


لنوجد .امشال توجيه منحى الناظم للسطح عند هذه النقطة, 





ومن أجل التقطة (1,0,1) ,ايكون ٠‏ 


, 
دسو , 5-2 , 3= 


ومعادلة المستوي المماس هي .١‏ 


)x-1(3 + )y()2( +)z-1( (3) =0 
3x + 2y +32 -6 =0 


ومعادلتا 1 9 لمستكيم التاظم في هذه النقطة هما ١‏ 
اأسج کک 1 سير 
Eel 3‏ 


:مثال(؟) ؟ 


مستت 
عيّن نقاطا من السطحم السابق بحيث يكون المستوي المفمساس 
عندها موازيا للمستوىي xoy‏ ثم إكتب معادلة المستوى السمماس 


علسطح عند هذة النقاط ٠‏ 


الحل ١‏ . 
تك 
ان أمثال توجية منحى الناظم على المستويات المطلوبةة: 

هي ( 0,1 , 0 ) وافشال توجيه منحى الناظم في النقساط 

(2,لو, »)0 من السطح هي إا رل؟ ري۴ فهده الامشال يجب 
ان تتناسب مع 6١ )0,0,1(٠‏ 
2x 32"‏ و2 +325 

0 


ا ا 


آي ؟ 


١ 
ويما ان النقاط العطلوبة. (2,لاء»)]] تنتمي للسمطلحع5)‎ 


فيجب أن تحقق احداثياتها معادلة هذا السطح اي : 


ze Va ومنه‎ 22 

اذن هناك نقطة وحيدة. من السطح تحقق المطلوب هي : 
Me (0,0,%7)‏ 

وعندها تكون معادلة المستوي المماس ٠‏ 


722 عدج 
(4.4) - معادلات المستقيم الناظم والمستوي المماس لسطح معين بمعادلاته 


٠ الوسيطية‎ 





ليكن السطل5) معينا بمعادلاته الوسيطية : 


Xx = f (u,v) yf (U,V) .. 2= fy (u,v) 


ولتكن (2,ل,)!! من السطح ,ولنعط للوسيط ن تزايدا مغيرا 


ناك ( مع بقاء لاثابتا) فتآخل × ,لو2 تزايدات قدرهة4 ولاك ,الخ 


على الترتيب فتحصل على النقطة , 
1A1‏ 





M’(x+Ax v+Ay z+ Az) 


القريه حدا من البقطة 8 





سكل (5م) 
بمثل مبحى القاطع '(ز للسطح 5 
على السطح قان منحن القاطع نصح 


جد 

فالشعاع (42 ,لاخ راة) ' نز 
وعندما تكون ۲ قريسه من 
منجى النماس MT,‏ للسطج وعندكك نمكن اعبار 


(dx dy dz) حدبرة عل عدعة أي‎ dy Ax dx 


هي أمبال نوجية منحن المماس Mm‏ للسطح عند ۲ ولكن 


03 22ے ¥ بے‎ 
d= 3 du dy.= 23 du dz 3 du 


Ar 


a 92 5‏ 
يمكن استبدال امثال توجيه المماس رآ١۲‏ بعا يتناسب معها 


فتكتب ؛ 
êy 0z‏ اع سيد 
(جج ١‏ جو MT (3 ١‏ 
لي أن پک يمكن امتبازهه امثال توجية منحسى 
ج 
المماس ر آ١‏ باتجاه ١‏ وبنفس الطريقة السابقة اذا كان ىن شابتاوں 


متحولا نحصل على الشعايم : 
ur (8 8 42‏ 
د د MT (jy‏ 


آي ان ,'2, ,ر ,× يكن امتبارها امشال توجية منحى المماس 


٠ 1" باتجاه النقطة‎ Mh, 


والمستوي الموعلف من الشصاعين الإو رآ هو مستتو يسكس 


السطح عند .النقطة ١‏ ومنحى التاظم هند .النقطة !| يتعين مندئسذ 


. ١ بالشعاع‎ 
Ns HPA FT, 
٠ آي‎ 
0 Fı 03 
عد‎ 
33-1 Y'a za 
1. 07. 2. 


Ue 





¬ و 
N = zy —zy) TT + (FX — xaz, ) 7 + zy — zy) 5‏ 


واذا سميشا مرور مركبات 8 في اتجاهاتٍ المحاور الثلائلة 


0 ا 
ا#,ب”روب امع 8 


فمعادلة المستوي المماس عند الشغقطة (2ربز,»)!م تصبح 6 


(X-x)p +(Y-y)q+(Z~z)r= 0 (4.4.1) 


حیث (۷,2,×) نقطة متحولة ملى المستوي المماس ٠‏ .ومعادلقا 


المستقيم الناظم عند هذه النقطة هما ؟. 


ت —¥ Xx‏ 
)4.4.2( 2 ج = ج = ع 


حببث RENGE}‏ نقطة متحولة: على الناظم ٠‏ 
مثال + ٠‏ 
ليكن السطح (5) معينا بالمعادلات الوسيطية : 
zm‏ ,و r Y= A. oot‏ وتات كع 
اوجد معادلات المستوي المماس و المستقيم الناظم مند نقطة 
من السطح توافق ؟ 


Fr 
ي , 22خ‎ 


1A4 


الحل 


إن احداشثيات النقطة Mo‏ من السطح الموافقة لهاتين القيمتين 


حولي عدر ىا اعديلز , 2 دك 


ولتعيين امثال توجية سحى الساظم صد هذه السقطة بوجد القيم 


العددية للمشتقات الجركية لكل من «ارلارج بالئسة للوسيطيسين 


2 مت ملى الحرتيت 
2 7 


1 2 
×" وس = و صنو د‎ y', = cop = ga A 


Y' =— apm — ¥ , 7 =0‏ ,1= ك 
و5٠‏ 7 ب 1= ٣ cose‏ 


> > 
3 0 k 
AN 1 
4ا 1 چ ا‎ 7-2 
1 FE 0 


. لمعادلة. المستوي المماس‌ هي‎ 
VS (F— VT) + (y—1)—2(z—2)=0 
VIxX+y—2z=0 


ومعادلتا المستقيم الساظم هها ..٠‏ 
2-2 ا x— VT‏ 


E ET eT 
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ا 


 )4 5(‏ التوابع المتجالسة ومطائلقة اولى 


قول هن التابع | (2,لو۴)×x‏ انه تانع متحانس من الدرجة 
ا۵ا حقق المطارقة الاكية 


)451( بد f(x y‏ عد زد ,)1 


مهما كان المدد .الملمي م. 


مثال(1) 
E‏ 

إن التابع 
لجر + ر×3 + × ك (2 f(xy‏ 


هو تابع متجالس من الدرجة الثالثة لان 


xy 4‏ !+ ثيرةز 2 (<ج <١‏ ذا 
( 2۶ بر + 3×7 + )۸ = 
f)x,,z(‏ "۸= 


إد! اشتققنا طرفي المطابقة ( 1 5 4 ) بالئسة الى 2 يكون: 


x ۳ eax) 1Y د۴‎ ٣*۴ ری‎ =a 2° f)x,ر,z(‎ 


فاذ| حعلنا 1 =2 في هذه المطاناقة نجل ي 


x fey fy +z fan f (x,y,z) (4.5.2) 


هذه المطائقة تدعى مطالقة أولرافي التوامع المتحاسسةه 


AY 


مكثال(؟): 


r 


تحقق من سحة مطابالة أولن في التابع المذكور في المشال(1) , 
3١‏ 


ولر 
عد ل fy =6 F2‏ , 333ل م13 
(2)22 سك )2° + جرم 6) نز ( 333 د 5 3) بج حد يك ملك رثألا + .ا 


رر 3 + تور 9 + 33 ص 
3.f(x,Y,2)‏ = 
(4.6) - المظوح المتجانسة وخواصها : 
1 1 . 7 
تعريف + نقول عن السطم(5) ذي المعادلة 0 - (2,لا,»)؟ ْ 
انه متجائس من الدرجةم اذا كان الطرف الايسر من معادلتغ تابهلا شكل رم 
متجائسا من الدرجة ‘n‏ 
خواص السطح المتجائس : لنعوض (۷‹2ء× ) احداشيات !1 في معادلة: السطح المتجانس (5) 
5 كل سطح متجانس يمر من نقطة الاصل 0 .٠‏ 
من المطابائة , )2 f(AX,Ay,۸z) = 2°.f(X,Y¥,‏ 


تجد 0 . 


رع ول )"3 a‏ ةردب 13 


من اجل 0ح تصح :+ 0- (,1)0,0,0 


أي شاقظة الامل تحقق معادلة. السطم وبالشالي المطم 38 ل بها ان( ۶۷۶7 ر*x)‏ نقطة من السطح فان ٠.4‏ 


٠ کل سطح متجائس هو سطح مخروطي‎ ٣ 
0 لتكن ر2 لرا ا ق من السطح المتجائنس(5) و‎ 


نانبطة من الضطح حسب الخاصة (() ولشاخد نقطة ' M (x,y,z)‏ 


0ت رارية)ك 
' وبالتالي : 
0 جد , بود 51 )1 
متحولة: على المستقيم 007 فالمعادلات الوسيطية لهلسدذا ّ : 


المستقيم هي : ےردج , ةدر , =× مهما كانت قيمة الوسيط 2 4 
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آي آن النقطة ١١‏ التي هي من المستقيم بالفرض تالح في جميسع 
؛وضاغها على السطح اي أن السطحم 5 تولده. مستقيمات مارة نحن مبدآ 


الاحداثيات 0 وبالتالي هو سطح مخروطي ذروته مبد]. الاحداثيات ٠‏ 


- ان المشتقات الجزئية لمعادلة يطح متجانس من الدرجبة 


تمثل سطوحا متجانسة إيضا من الدرجة ‏ 5-1 ٠.‏ 
بالحقيقة ال! اشتققِنا طرفي المطابقة : 


بءلا,ع)28.4 2 (28,22 .»)6 


بالنسبة الى المتحول × نجد » 


Af. (AX.Ay,12) 5 1° PF", (x.yiz) 


AYAZ) AF, (x,y,z)‏ 0) ك1 


وهذا يعني أن التابع :(2,ل,3)ء؟ 


هو تايع متجانس من الدرجة 1-^ 

وبالتالي السطح الذي معادلته % Fa (K.¥Y.z2j=0‏ 

هو سطح متجانس من الدرجة 1-م ونحصل على نتاشج مماثلة 1ذ1 
تم الاشتقاق بالنسبة الىل أو 2 ٠‏ 


: معادلة المستوي المماس لسطح متجائس‎  )4.7( 


ال سسس 
لتكا ى2 :۷ء ر×) 1 نقطة من السطح المتجانس (9)التسسلدي 
معادلته ٠‏ 
f(x,¥.2)=0‏ 








ان معادلة. المستوي المماس لسطح ما حسب ( 4.3.3 ) هي ۽ 


(—x) fg + (Jy), 0و1 يس يد ) ل‎ 
4 يك‎ + fy, + و‎ + fy, += f27)=0 
Ff xy Fy, Ff, mfx, يق‎ ( 


حسب مطابقة اول الکن + 0= ( ۴)5 
لان 1 من السطح (5) ءادن > 


xy Fy, + zz, =0 4.7.1) 


هي معادلة- المستوي المماس لسطح متجائس ٠‏ . 

ويمكن أن نرى بسهولة. إن هذه المهادلة هي مصادلة مستو يعبر 
من 0 ,وهذه نتيجة طبيعية في سطخ مخروطي ( متجائس ) لان المستسوي 
المماس للسطح مند ر يمس هذا السطح ملي طول المولد :ر01 ٠‏ 


١ مثال‎ 


کح 


أوجد معادلة المستوي المماس للضسطح المتجائس( 5) المعيمس سن 


: بالمعادلة ؟ 


0= 227 ا2ل 28 


عند .الشقطة (1,0,1) ر١‏ 


الحل ؟ 


— 


ان معادلة المستوي المما سهي من ألشكل ي 
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xf'x, + Jf y, + 2'2, = 0 
f4 =6 =6 , fz , f22 62 6 


فمعادلة المستوي المماسهي 6 60 ر×6 


(4.8) - المنحتيات في الفراغ ٠‏ 





وجدنا في الفصل الثالث أن المستقيم في القراغ يتعينبتقاطمع 
سطحين مستويين وان معادلة المستقيم تتألف من جملة: معادلتني 
المستويين المتقاطعين . كذلك يمكن اعتبار المنحني في الفراغ هو 
خط تقاطع سطحين مختلفين »فيمكن آن نعرف المتحني في الطراغ بانة 
المحل الهندسي لنقاط تقاطع سطحين ر5رر؟5ء 


فاذا كانت معادلة السطح الاول |5 هي ؟ 
f(xsy,2) = 0‏ 


وكائت معادلة السطح الثائي و5 هي . 0 = g(x,y,z)‏ 


فكل نقطة مشل (7,ر,×)تنتمي لمنحني التقاطع | ) تحقلق 
احد اشياتها جملة المعادلتين ١‏ 


f(x,Y,2)=0 
ا‎ (4.8.1) 


8(X,Y,2) =0 


لذلك نقول .ان. جملة المعادلينن (4.5.1 ) تولف معادلتسي 


المشحني © بالشكل الديكارتي ٠‏ ويمكن أن تعطى معادلات المتحخني | 


ع بالفراغ بالشكل الوسيطي ٠‏ 
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FERPA‏ سف رن 


)4.8.2( (:) مدع , x=xX(t) , y=y(t)‏ 
حيث 2 وسيط متحول ء فاذ! حسبتا ا من احدى هذه المعادلات 
بدلالة احد .المتحولات وعوضنا قيمتها في المعادلتين الباقيتين نحصل 
على جملة: معادلتين بيكارتيتين من الشكل ( 4.8.1 ) ء٠‏ 


وبالعكس يمكن يمكن الانتقال من الشكل الديكارتي(4.8.1 ) 
الى الشكل الوسيطي (4.8.2 ) باختيان دغ هثلا ثم حساب روع 


بدلالة الوسيط فتحصل على كلاثة معادلات وسيطية٠.‏ 


مشال (1) ۰ 


 — 


ليكن المنحني ع معينا بالمعادلات الوسيطية ب 
22 , تلوسير , ول “اسع 


اوجد معادلتي هذا المشحني بالشكل الديكارتي.:- 
الحل ١‏ 


_- 
1 


بحسب غ من المعادلة الثائنية فنجد ES Yk‏ 


بالتعويض في المعادلتين النباقيتين نحصل على 


—(y +1)", x= (y + 1)2 +1‏ =2 
فجملة. هاتين المعادلتين توءلف المعادلتين الديكارتيتيسن 


: ٠ للمشحنئي‎ 


1 











(4.9) - مساقط منحن في الفراغ على المستويات الاحداثية ٠:‏ 
. 


يمكن تصور المنحني في الفراغ بمعرفة مساقطه على المستوياك 
الاحداشية فاذ] كان المنحني ') معطيا بمعادلتين ديكارتيتين * 


مع f(xyy,z2)‏ „ 0 2 (2ولارك»“ا)و 
ولمعرفة مستط هذا المنحني فلى المستويلاه< مثلا تحسسب ۰.2 


من احدى المعادلتين ونعوضها في الثانية فتحصل على معادلة مسن 


F(y,zZ) = 0 +٠ الشكل‎ 


هي معادلة المسقط على المستوي باه وبالمشل البمعرفة مشقط 
هذا المنحني على المستوي «وبر نحذف ب بينالمعادلتين تة 
على معادلة من الشكل 0 = (6)*,2 هن معادلة المسقط هلى هنذا 
المستوي .كذلك الامر بالنسبة للمسقط على المستوي 0ر قتحصطل 
على معادلة. من الشكل ؟ 
H(y,z) = 0‏ 


اما اذا كان المنحني معطيا بالمعادلات الوسيطية ( 4.8.2 ) 
فان حذف + من المعادلتين الاولى والثائية يعطي معادلة من الشكل: 
F(x,y) = 0‏ 


هي معادلة المسقط على الإمستوي 0۷× ء٠‏ 


بنفس الطريقة تحصل على معادلةة: المشقط على المستويي سن 
الاحد اشيين الاخرين ٠‏ ففي المثال السابق ,عندما حذفنا أ يتيسن 


المعادلتين الاولى والثانية حملنا على المعادلة ؟ 
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x = (+1) +1‏ 
وهي تمثل قطعا مكافتافي المستويلا0<ا ٠‏ 
وعند حذف ‏ 1 بين المعادلتين الشائية والثالثة حطلشا 


ملى المعادلة ؟ 
z= -)y+1(2‏ 


وهي تمثل قطعا مكافكا ايضا يقع في المستوي ره× ٠‏ 
اذا حذفنا ا بين المعادلتين الاولى والثالثة نحصل على :6 
عد عدت -- 3# 


وهي تمثل مستقيما يقع في المستوي ٠×07‏ 


(4.10) معادلة المستقيم المماس والمستوي الشاظم لمنحن في الفر اعم 
0ك 


الحالة: الاولى ١‏ 


— 


اذا كان المنحشي ع معينا بتقاطع سطحین 5 ر ر 5معادلتاهما ۰ 
f(xsy,2)=O , 8(X*,¥,2) =0‏ 


ان المماس للمئحني € في النقطة (2,رر×)1 من هذاالمنحني 
هو مماس بآن واحد للسطح 5 وللسطح ر5 في هذه النقطةء أي يجب 
أن يكون هذ؛ المماس معامدا بآن واحد لشاظمي السطحين في هذه 
النقطة ٠‏ 
حر a‏ 1 
فاذا کان ر۸ ناظم السطح الاول ر5 ء رلاناظم السطح الثائي 
ر5 عند .الناقطة 1 فان منحى المماس عند .۲1 بتعين بالشعصاع ٠‏ 


1 





بج اج جد 
i j k‏ 
نونب 
T= f, r, 3‏ 
Bz 8 8‏ 


ج ج ب 
(fy —By fai HF. Bae.) j + (Fg By — Eg efy) kK‏ = 


ج ج اعد 
ui +v j + wk‏ = 


11 


لد لد 





55 
حيث سواون هي مركبات 1 وفق المحاور الثلاثة . ومندكفل 


تكون معادلتا المستقيم المماس : 


2-2 راطا Xx‏ 
)4.10.1( کڪ = م ب - 








حيث(۷,2,×)نقطة متحولة على المعاس ٠‏ 


والمستوي الناظم على المتحني عند .النقطة (2,ر,×) هو 
ښالتعريف المستوي الذي يععامد المماس للمشحني عند هذه النقط ةة 


وعندكذ تكون معادلته 


uU(X“x) + v(Y-y)+w(Z-z) = 0 000 


حيثك (1,2,*«) نقطة متحولة على المستوي الناظم ٠‏ 


مثال 
ا 
آوجد معادلات المستقيم المماس والمستوي الناظم للمنحشي ١‏ 
2-0 سه + ير + جر 2- ثم تك (2 ,1 1)2 
0 - 2 د بارع 3 +2224 (2,ا,ع)ع 
في Î‏ 21201 
الحل » 
لسسد 


f= 2-1‏ 1+ج2- -ي# , *«3-يم 
جيه 4X3 8, = 3X,‏ = 84 


وعئد النقطة ١"‏ تكون القيم العددية لهذه المشتقات ٠١‏ 


14¥ 


> چ‎ > 
i i k 

ف 
T= 3 1 1‏ 
0 3 4 


لتم 


2 ` 
8 13+ رجي 1 3--= 


لد 


معادلتا المستقيم العماس‌هما 4 . 


x—1 


امھ ے کے 
4 3- 


13 


ومعادلة المستوي‌الناظم هي ٠‏ 


—3(x—1)+ 4y + 13(z—1)=0 
—3x + 4y + 132-10 =0 


الحالة الثائية + 


اذا كان المشحني معينا بمعادلاته الوسيطية ١‏ 
XxX=X(t) , y=y(t) , z=2(t)‏ 
.فان أمثال توجيه منحى العماس في النقطة (2,لإو×)1 تكون: 
dk df dj yadt, des zî. dt‏ ۰ ۰ 


وهذه الامثال تتناسب مع ( 2 ,٠ر‏ ,'»×) وبذلك تكون معادلتا 


1۹4 





المستقيم المماس ؟ 


X—x بوطلا‎ _ 2—-z 


)4.10.3( ` کڪ م 
حيث 2 نقطة متحولة: على المعاس »ومعادلة المستوي 
الناظم تكون : . 
x'(X-x) +y'(¥-y)+z'(Z-z) = 0 (4.10.4)‏ 
حيث (17,2,*) نقطة متحولة٠‏ في المستوي الناظم 4 
أمشال > 


آوجد معادلات المستقيم المماس والمستوي الششاظم للمنحخي 


٠ المعين بالمعادلات الوصيطية‎ 
X= 3eos2t , y = 25in 2t, z= 2+ | 
٠ =0 مدد .النقطة ! الموافقة للقيمة‎ 


الحل + 


ج 


ان احد اشيات نقطة التماس‌ هي ٠‏ 221 ,0 عير X»=3,‏ 
—6sin 2, y = 4cos21 , 2‏ = ¥ 


ومن أجل 0 يكون ؟ 


=o ¥4, 2 =2 


فمعادلتا المستقيم المماس هما ٠.١‏ 


159 








ومعادلة: المستوي الناظم هي ؟ 


0(x-3)+4y+2(z-1) = 0 


foe 


تماریسن(]) 


واقا نان اماو نجه سق عا شد 





- آوجد معادلات المستوي المعاس والمستقيم الناظم عند لنم 
(2,1,5-1) هن السطح ؟. 


x2-2y +622 +122x+165 0 


“r‏ آثبت ان المستوي ۽ 
4x—6y—z+14—0‏ 
يمسن السطم ,۽ 
x + 3y" +220‏ 
ثم آوجد .احد اشيات نقطة التماس ٠‏ 
f‏ اوجد معادلتي المستويين المماسين للسطح ؛ 


2x ~67 + 3— س5‎ 


اللذين يمران بالمستقيم :. 
X+9Iy—3z2=o0‏ 
oٽ5-—62+3x—3y‏ 
ثم آوجد نقطتي التماس ٠‏ 
4 ليخن لدينا السطح (5)المعين بالمعادلة :. 


0 = 2-2 جم 2 يهو 2 بير 


؟وجد معادلات ٠‏ المستويات التي تمس هذا السطح وتمر من النقطة 


2 





~1 


لو 


(1,6,6-) ومن مبدا الاحداثيات ٠‏ 
لدينا السطح (5) المعين بالمعادلة : 
(e1— (Fy —1) + (za — 12 o‏ 


والمستوي م المعين بالمعادلة ؟ 


هد 7لندع لاسا راع 


١”ىوتسملا| اوجد بدلالة » نقاطا من(5 )يكونفيها الناظم معامد‎ ١ 


؟ برهن ان المستوي 8 يمس السطح (5) مهما كانت * ٠‏ 


لدينا السطح (5) معين بلالمعادلات الوسيطية : 
لدع ار وصوذة-لز ; ووم 2 حير 
١‏ اوجد معادلته الديكارتيةء. 
؟ اثبت آن هذا السطح هو مخروظ دوراني رآسه في مبلدا 
الاداثيات ومحور*02 
+ اكتتب معادلة: المستوي المماس لهذ! السطح في النقطلة 


الموافقة للوسيطين 6 
2 , کم 


لدينا السطح (5)المعين بالمعادلة : 


0ع ةج 4 + x*"—4yz+8y‏ 
١‏ اكتب معادلة الفستوي المماس لهذا السطح في نقطة ما 
منه 2 وبرهن أن المستويات المماسة لهذا الشطح تمر دوما 


من نقطة ثشابته ,يطلب تعيينها ٠‏ 


1 





و 


وت 


۳ اك قطع السطح السابق بالمستوي ٠‏ 
X-2y-z+2 = 0‏ 


اوجد معادلة المسقط القائم لمنحني التقاطه ( 0) على المستوي 
ج0ر وارسم هذا المسقط ٠‏ 
لدينا المنحني (ح ) معين بالمعادلات الوسيطية ”۽ 


6-1 





t+1 t+1 
٠ اوجد المعادلتين الديكارتيتين لهذا المنحني‎ -١ 
؟ اوجد معادلات المساقط القائمة لهذا المنحني ءال سسا‎ 


المستويات الاحد اثية وارسم هذه المساقط ٠‏ 
لدينا المتحني ( ] ) المعين بالمعادلات الوسيطية : 


Xe , yt, e, 2 = ام‎ 


١‏ اوجد معادلتي المستقيم المماس له في النقطة الموافقة 
لقيمة الوسيط 1دا ٠‏ 

؟ اوجد معادلة المستوي الناظم له عند نقطة تقاطعه مجع 
المستوي ٠ XOZ‏ 

ليكن المنحني (ع) معينا بالمعادلات الوسيطية : 

Fmt, yo, 2= )1-2( 

دجوآو٬ اوجذ المعادلتين الديكارتيتين لهذا المنحني‎ ١ 

معادلة مسقطه القاكم على كل من المستوبين ر0× “02× 


وارسم المسقطين ٠‏ 





ا عيّن نقاط تقاطع هذا المنحني مع المستويات الاحداثية 
الخلاثة ,ثم أوجد معالات المستقيم المماس والمستسوي 
الناظم لهذا المنحني في نقطة تقاطعه مع المستوي 2هلز٠‏ 


أب ادرس تقاطع هذا المنحني مع مجمومة المستويات الموازية. 


للمستوي ؟ 


0 > 2-1 + برج »م 





قا ن 
معطو ع الم رجت الاي 


(5.1) - المعادلة العامة لسطوح الدرجة الشانية: 


السطح ( 5) انه من الدرجة الثانية الا كاتسست 
والشكلالعام 


نقول عن 
معادلته من الدرجة الثائية في المتحولات 2 ولاو* 


لمعادلة: هذا السطح هو ١‏ 


a, x" + aql" + By 21 + 2 b,yz + 2 by xz + 2 by xy +‏ 35 (2, 17 )7 
F2cX + 2Y + 20,2 + d= o (5.1.1)‏ 
الحدود الثلاثة الاولى تسمى بالحدود المربعة والد دود 
الثلاثة التي تليها تسمى بالحدود المستطيلة والحدود الثلاكثة التالية 
تسمى بالحدود الخطية والحد الاخير حد ثابت ٠‏ 
وتكتب المعادلة( 5.1.1 ) بشكل مختزل كالآتسي 1 
20 ل( 2 F(xsYs2D3F (xsy,2)+2p(xyy,‏ 


یت (ح ,مر عريع هو تابع متجانس من الدرجة الثائية 


ويحوي على الحدود الستة الاولى و (2,ل,“«ا)م2 هو تابع متجائس ميق 


الدرجة الاولى ويحوي على الحدود الثلاثة التي تليها » وال حد ثابتم 
(5.2) مراكر التناظر للسطوح من الدرخة الثانية: 
: 4 


يكون مبدا. الاحد ؤشيات طركز تناظر للسطح من الدرجة الثانية 


الذي معادلته (6.1.1 آذا كان ١‏ 


f(xyyyz) 3 f(=x,y=y,~-z) 


وهدا الشرط يتحقق عندما تنعدم. الحدود .الخطية في المعادلم. 
( 5.1.1) وهذا يتم عندما 0 2و٤‏ ر٤٠‏ آي 31ا كانت المعادلة 


لا تحوي حدود!. خطية ٠‏ 


واذا كانت معادلة السطح حاوية على حدود خطية وكانت النقطة 
Mo ( xo Yg 2¢‏ مركر تناظر المطح فان انسحاب جملة: آلمكحاور 
الاحداثية وفق الشعاع 0110 يجب أن بيعدم. الحدود الخطية. لذلك لايجاد 
مرکز تناظر سطح من الدرجة الثانية يلزم ويكفي ان نفتش عنالانسحاب 
الذي يعدم. الحدود الخطية,فاذا كانت (ى2دولادى»ا !ا مركز! للجملة 
الجديدة. يكون ١‏ 
2 +2 22 و اجن لادلا * الجن »دك 

فاذا عوضنا هذه المتحولات في المعادلة العنامة للسطح مسن 

الدرجة الثائية(5.1.1) ورتبنا الحدودترتيبا تنازلينا فيالمتحولات 


×,2,۷نجد ؟ 
آمشال × في المعادلةالجديدة هي "م ص 26 + .2 و26 + رزو 2 + ,5 ,28 


اانا 





آمثال ۷ في المعادلة الجديدة. هي ١‏ 


FB 000‏ 
امثال 7 في المعادلة الجديدة. هي : 


24, + 2b, + 22,2 +20 = fz 
فاذا كانت ا مركز تناظر السطح ( 5 ) فان احداشياتها تحقق‎ 
+ المعادلات الخطية الثلاث‎ 
“و كدي‎ 0 


وى 470 ¥ 


ونلاحظ ان هذه المعادلات الثلاثة تمثل ثلاثة مستويات »ونكون 


آمام احدى الحالات الآتية ؟ 


- يكون لهذه الجملة حل وحيد هو ىت دولادن” مندما يكل ون 


معين الامثال ۵40 آي + 


3 و5‎ by 

= ىھ 
0 هو br‏ ,3 
bı Ù, 8,‏ 


- اذا كانت ١ ۵<٥‏ آي نواظم هذه المستويات تقع في مستو 
واحد ٠.‏ 1 
وهنا حالتان ؟ 
!ل اذ! كانت 4 وي ,۵,0 عندفذ لا يوجيد 
. للجملة حل وبالتالي تكون المستويات الثلاثة متقاطصسة: 
مثنى مثنى وتوازي استقامة معينة وتشكل الوجوه الثلائسة 


لسطح موشوري شکل (۲۹) ولا یود للسطح مركن تشاظر ٠‏ .ل 
5 


شکال (۰ع) 


محور تناظر هو الفصل المشترك ,شكل(٠:)٠‏ 

+0 إذا كاثت | 4-0 يسبب تشاسب العناصر المتقابلة في صقين 
على الاقل فالجمئلة مستحيلة: الحل لانها تمثل جملة: مستويساتم 
اثنان منها متوازيان على الاقل وعندكشذ لا يكون للسطح مرككز 





شكل ديم او محور تناظر ٠‏ 
اما اذا تناسبت آمشال المجاهيل في كل صفين مع الثوابسست 
ب د اذا كانت 0= 4 ,0= 0,4= 4 و ا ت 
١ 3 1‏ الواردة في المعادلات الثلاثة فالجملة: تمثل ثلاثة مستويات متطابقة 


في هذه الخالة تكون احدى المعادلات الثلاثة ناتجة عسسسسسسن وعندكذ تكون جميع نقاط مستؤيها المشترك نقاط تنا للسطح وبالتاليا 


تيين المباقيتين وبالتالي ترد جمئة: المعادلات هذه جملسة. 
المعادلتين المباقيتين وبا لي ترد ج 1 اد الى ج تون هذا :1 توي مستوي تناظر ِ 


معادلتين بثلاثة مجاهيل ولها عدد لا متناه من الحلول وهذه الحلنول 
.هي ناناط الفصل المشترك لهذه المستويات وعندئكل نقول ان للسطح(5 ). . 


A 





مشنال(3): 


عدّن مركن تناظن السطح الذي معادلته : 
yz + 22x + 2y — 4X — 82+ 5 =0‏ 2 لل 32 + 3x" + Sy‏ 


١ الحل‎ 


2 


أن مركن تشاضر السطح يعيين بالحل المشترك لمجموعة المعادلات 


fg = 6x +224 2y—4 =0 
Fy, = 10y + 22+2 =0 
f, = 62. 2y 2x— 8 =0 


وتختزل الى الشكل . 


3x +y +2—2 0 
x4 Sy +z=Q 
x+y +32—4=0 


بحل هذه الجملة نجد إن مركز التناظر هو النقطة ؛ 
4 1 1 
رچ د ج- )٣ ٥‏ 
مشال(۲) : 


ت 


عيّن مراكن تناظر السطح الذي معادلته ١‏ 


0= 41 2 ل ام 4 اع ل 35 دقر 


91° 





۴, 3س2‎ +2 =0 
= 6y 4X =0 


f, 
f3 —=22—2y+4 =0 


وتخترل الى الشكل ١‏ 


x 2y, 1< (} 
-2× 3y —-7 =0 (2 
E 2 


معين الامثال ؟ 
0 الت 3 e e‏ 


Aı = û, =A, = Û 
فالجملة لها عدد. لإ متناه من الحلول اي للسطح مراكر تناظر‎ 
: تفع على المستقيم‎ 
yYz—2-0 , xX—2y +1 =0 


ملاحظقة:. 


5 


آلا رجعنا الى المعادلات الثلاث نجد بسهولة أنه اذ1 جمعنا . 
المعادلتين ( 2) “(3 0 من يول مهي 


ن المستويات الثلاثة تحترك بخص مشترا ك جميع نقاط مراكز تناشضر 


Y4 





ويالتالي السطح يقبل هذا الفصل المشترك محورا للتناظر ٠‏ 


١ )"( مشال‎ 





ميّن مراكنر التناظر للسطح الذي معادلته , 


0 = 22ل + 42 جور 4 ل برع #2 تع 4 مل ر + x2‏ 


الحل ٠١‏ 
(D‏ 0ح ا سج + f, = 2x-—2y‏ 
f, = 2y—2x— 42+1 =0 2)‏ 
4X— 4y 2-0 3)‏ +82 = ,"1 
نلاحظ بسهولة ان جملة المعادلات الثلاك تمثل ثلاث مستويات 
متطابقة ١احدها‏ يطح مستويا لتناظر السطم ٠‏ 
مخال )٤(‏ ٭ 


مين مراكر تناظر السطح الذي معادلتة , 


Rory +2 F2xy +2x+394+ 0ج‎ 


الحل ۽ . 
لل ا 
f4 52x + 2y +20 (2‏ 
2( 4 3-0 جاع در ظ ,6 
3( مدال 22 دم 


نرى بسهولة ان المعادلتين (1 ) (١‏ 2 ) تمثلان مستوييس ن 


1Y 





متوازيين فلا يوجد للجملة حل , وبالتالي لا يوجد للسطح مراكن تناظرء 
المخروط الموجه والمخروط المقارب لسطح من الدرجة الثانية: 
المكروط فوج ف لصاوي ا اا 0200 ق 
ليكن (5 ) سطخا من الدرجة الكائية معادلته ؟ 

f(xyY,Z)sF(xyy,sz)+2p(xsy,z)+d= 0 ).2.1(‏ 
ولنغفرض وجود نقاط من هذا السطح بعيدة جدا. من مر كاسنن 

الاحد اثيات «فعندماج رلار<*ا تتناهى نحو اللانهاية فان ٠»‏ 

limf(X,y,z2)= F(x,y.2)=0 


لانه يمكن اهمال الحدود .الخطية والحد .الثابت امام الحدود 


من الدرجة الثشانية ,وعندكذ المعادلة + 


F(x,y,2)=o (5.1.3)‏ 
تمشل سطحا متجانسا من الدرجة الشائية ('5 ) هو مخروط 
راسه میدا. الاحداشيات هذا المخروط بالتعريف يسمى بالمخروط الموجة 

للسطع( 5 ) ۰ 


ويعبح المخروط الموجه مخروطا مبقناربا للسطح( 5 ) اذا كانت 
أمركز تناظره هومركزةناظر السطح نفسه٠‏ 


مشال(0) + 


س 


ليكن الضطح( 5 ) الذي معاذلته ٠‏ 
+z +2 =10 =0‏ وتم 


معادلة: المخروط الموجة لهذا السطح هي ٠»‏ 


Yr 


0 وو ع 2 


ونلاحظ ان هذ! المخزوط هو بنفس الوقت مخروط مقارب للسطلع 
لان المشتقات الجزثية للسطحين هي نفسها' وبالتالي مركن تناف سر 
|السطح هو مركز تناظر هذا المخروط فهو مخروط مقاري ٠‏ وبصورة 57 
لدحمول على معادلة المخروط المقارب لسطح من الدرجة الشانية نجري 
إانسحابا لراس المبخزوط الموجه الى مركز تناظر السطح «فاذا كانت 
معادلة: المخروط الموجه هي ؟ 


F(xyy¥,zZ) = 


يكفي ان نبدل في هذه المعادلة كل × ب × و yyw Y‏ 
وكل 2 ب ن 2- z-‏ حیت ) Yoo‏ مركن تناظر السطح الفط 4 1 


مشال 4 . 
س 


ليكن السطح ( 5 ) معينا بالمعادلة : 


2x2 9+ر ×+ 2+ ر-‎ y-7 = 0 


ولنوجد معادلة: المخروط المقارب لهذا الصسطح ٠ ٠‏ 


— 


س اي أولا مركز تناظر السطح 
faS4axty fa 2y x49 , f =22‏ 


بحل جملة المعادلات ,۽ 
0= +4 . م 2z2=0 , x—2y4+9‏ 


T€ 








تنجد ٭ - [- z=‏ ,و 4ر z=0,‏ احداشيات مركل تناظر السطح! 
r‏ ان معادلة المخروط الموجة لهذا السطم هي : 
0 = × + لے + 3ر 2×7 


٠-٣‏ تستبدل في المعادلة: الاخيرة كل بر ب 1+ں وکل ر ب 4ل 
وج نفسها يكون : 
2(x + 1P — (y4)? + 21 + (x + 1)(y—4) =0‏ 
ومته نجد ١‏ 
yz} xy FOI =0‏ — 2 

هي معادلة. المخروط المقارب للسطح ٠‏ 
(5.3) ب الاشكال المختلفة للسطوج من الدرجة الثانية : 

وجدنا في الفقرة ( 5.1 ) ان الشكل العام لمعادلة مطح مي 


الدرجة الثائية هى .. 


f(xeYs2DzF (x,y, 2)=2p(xyy,z)+d=0 


فاذا اجريثا انسحابات مناسبة ودورائات مناسبة ايضا لجملسة. 


المحاور. الاحداثية 0×۷2 نستطيع حذف الحدود الخطبة والمستطيلسة. 


من هذه المعادلة: وبذلك نكون قد رددنا المعادلة العامة للسطم الي 


الشكل المكتزل ؟ . 
D =0 CSS‏ ب قن ل فرق Ax‏ َ 
ونلاحظ إن المعادلة الاخيرة " تحوي ملى حدود مربعة وحد مطلق 


نقطء وهذ؟ الشكل المخترل يسهل علينا دراسة السطح وتعيين نوعه. 


Tle 


وسوف ندرس في هذا الفصل جميع الاشكال ایسا داوع مم 
الدرجة الثانية من خلال مناقشة امثال الحدود في المعادلة(5.3.1 )[ 
وسنالوم بدراشة. ماناطع هذه السطوح بمستويات توازي المستويش اط 
الاحداثية لنتعرف على شكل هذا السطحه 


, مجسم القطع الناقص‎  )5.4( 


وجدنا في الفقرة السابقة أن المعادلة. المختزلة للسطح مسن 
الدرجة الثانية هي + . 


Ax +By+ Cz+ D = 0 (5.4.1) 


فاذ! كانت الاعداد .الحقيقية 0,0٥,۸,8مغايرة‏ للعفر وكانت 


الامشال ©,8,م من اشارة واحدة. مغايرة لاشارة الحد المطلسق مأ 
فالمعادلة(4.1. 5 ) تكتب بالشكل ؟ . 





x "ر‎ 5 
BD 2S7 
A 8 6 


فالمخارج كميات موجبة بالفرض لذلك نستطيع كتابة المعادلة 
السابقة بالكل > . 


6 
gr + يي‎ + =1 (5.4.2) 


هذه المعادلة تدصى بالمعادلة التسوذجية لمجسم المقتصسع © 


الناقص ءشكل ٠)4((‏ 


i 


0 





شک الك 


ولنتعرف على هذا السطح نقطعة بمستويات توازي المستويات 
الاحداثية ٠٠‏ فالا قطعناه بعستويات توازي المستوي بإم, معادتتهسا 
z=h‏ حيث ١‏ وسيط متحول تكون معادلتا منحني التقاطم جبلسة 


المعادلتين » 4 
١‏ أ 1 0 x‏ 
ا ج + چ + چ 
)5.4.3( 
z=h‏ 


دراسة التقاطع + 





ل اذا كان > |A| <C‏ 


مندكذ يكون المقطع حقيقيا وهو قطع ناقص نعفا محوريه هما : 
)54.4( ا / معكة 0 ا اد 


وهذ1 القطع يقع في مستو افقي راقمه مدع ومركزه(طره,ه) 


و متناظر بالنسبة للمستويين 2ا2,0ا0 * 


وبحالة' خاصمة هندما ۲0 فان المستوي القشاطغ للعجسم هوأ 
1 لمستوي ر٥×‏ والمقطع هو قطع ناتص بنصفا محوريهة ه<'a‏ ,ا='ظط 
يكون محورا القطع أمظميين والقطع الناقص يكون أكبر ما يمكن ٠‏ 


جد من (5.4.4) تلاح آنه كلما ازدانت تيمة! فان نمقلني 
المحورين'ةه, 'طءيتناقصان بالطول .ومن أجل - +۸ فان 0ع'ط<'8 


اي المستويان القاطعان - += جيمسان المجسم مندالنقطتين( ء ٥,‏ ,0) 


(ع-رهوه) حيث يتحول المقطمع عند هاتين النقطتين الى نقطتي تماس * 


۳ ادا كان ٤‏ <أط| فان جملة: المعادلتيسن ( 5.4.3 ) 


تمثلان قطعا ناقصا وهميا ,آي ان المستوي 2<١‏ في هذه الحالة لا 


يقطع المجسم ٠‏ ويطزيقة مماثلة نحط على مقاطع المجسم بعستويسات 


تواوي المستويين 07× ,۷02 وهي قطوع ناتعة آأيضا ٠‏ 


وتلاحظ ايضًا آن مقطع المجسم بالمستوىي <0<“اهو القطع الناقص ٠»‏ 


4 





(5.4.5) 


. تصفا محورية 0:8 * 


كلك نلاحظ ان مقطع المجسم‌بالمستوي 2هر هو القطع النااقص + 


3 
2 ج‎ 
(5.4.6) 
x= 0 


تصفا محورية طرع ٠+‏ 

نستنتج من دراسة التقاطع , أن مجسم القطع الشاقص هو سطح 
بيغوي مغلق له ثلائة مستويات تناظر فتعامدة. مثنى مثنى هي المستويات 
الاحداثية لجملة المحاون المختارة »وقد .اكتفينا في الشكلل (00! 
برسم المقاطع بالمستويات الاحداثية فقط ءوالاطوال 0B=b, oA=a‏ 

> = 06 تدمى انصاف محاور المجسم وهذه الاطوال غير متساويية 

في الحالة. العامةء واذا تساوى اثنان منها 2-60 مثلا فان المقضسع] 
بالمستوي 2-0 يكون داآكرة والمقاطمع الموارية تكون دىاكر يفا 
مزاكزها على المحون :02ءوعندكل يدص الصجسم بعجسم تلع تاك 
دور اني ناتج من دوران قطع ناقص حول المحور 02 ٠‏ 

وبحالة:.خاصة' اذا تساوت انصاف المحاور هذه أي a=b=e‏ 
فان المجسم يتحول الى كرة نمف قطرها د ومركزهاه والمقاطع تكوثم 


دواقر في هذه الحالةء 
۱ 


فلاطة: . 
في المعادلة(6.4.1 اذا فرفنا ان 8,©,0,م مغايرة سنل 
ومن اشارة واحدة.,نحصل على المعادلة :. ش 
. 3-7 
1= ج + ج + ج 
وهي معادلة مجسم دقطع ناقص وهمي ٠‏ 


e 


نس ١‏ 
هتين السطح المعرفا بالمعادلة ۽ . 
16x+3y+ 1627 -48=0‏ 


ا وب 


ل 


هذه المعادلة. ترد .الى انشكل ۽ 


x قر و‎ 
TRB F3 


نلاحظ ان هذه المعادلة هي هن الشكل التموذجي لمعادلة برسم 
قطع نانس دورائي انصاف محاوره 3 ⁄ == ,4=( ومحور دوزانه ' 
هو المجور له ٠‏ 
مشال() ٭ ٠‏ 


عبيّن السظم المعرف بالمعادلة ؟. 


x2 -6x+4y+9z2+362 -99= 0 


Ye 





ترد هذه المعادلة الى الشكل ١‏ . 


(x-3( +4249) 2+2 (2= 144 


۵١‏ سحبنا بقطة الإصل الى النقطة(2-,3,0) عندكذ ذه 
المعادلة:- تصبح ١‏ 
1 


x2 ¥? 2‏ 
وس جا با بسي 7 هر 


ووافح أنها معادلة مجسم قطع شاقص بحالته العامةءانصط ساف 


محاورةه ؟. 
c4‏ , 5-6 , 2-12 


مركرهالنقطة: (2-,3,0) ومحاوره ' التشاظرية توازي المحسساور 


الاحدائية. 


(5.5) لمجسم القطع الزائد : 


| الالالال لات 


وجدنا سابقا ان المعادلة. العامة لسطح من الدرجة الثشائية 


جره .الى الشكل المختزل + 


C24 D =0 (SS31)‏ 2ر8 +2يرم 


حيث الاعداد A,B,C,D‏ تخالف الصفر .ولتفرض أن 8,8 


ليما نفس الاثارة وان © من اشارة مخالفة,والمعادلة(5.5.1 ) تكتب 


Ax +BY + Cz? —D (5.5.2) 


Y۲ 


ولنميز الان حالتين 6 
الحالة الاولى ؟ 
الحد .( 0ع من اشارة 8 فاك! قسمنا طرفي المعادلة: على 


0- تصبح من الشكل ؛ 


x 3 ے2‎ 
TD ^ 2D 1 3 =1 
4 B 60 


ولنغرض ١‏ 
وة +D‏ 
للج اي افيد ببدم ا کے تک 
A‏ , 28 6 
والمعادلة تصبح من الشكل ؟. 
2 1 1 
)5.5.3( کے + 


الحالة. الشانية , 
لحد ( 0-) من اشارة مغايرة لاشارتي ,۸,8 فاذا قسمنا 


طرفي المعادلة(5.5,2) على 0 تصبح من الشكل : 


3 22 
x ا‎ 











2 2 3 
5.5.0 سك چ + ج 
تسمي السطح ذا المعادلة(5.5.3 ) بعجسم القطع الزائند 
دي الفرغ الواحد ,وتسمي السطح 3) المعادلة(5.5.4 ] بمجسم القطع 
الزاكد ذي الفرعين .وستوفح فيها يلي آسباب هذه التسمية بعد دراسة 
كل سطح على حدة من خلال المقاطع المختلفة لكل منها ٠‏ 


١‏ مجسم القطع الزاشد دو الفراغ الواحد ن 
ان معادلة هذا السطم بالشكل النموذجي هي : 


x? 2 2‏ 
(5.5.3( اد ہے ج + 


لندرساذن مقاطع هذا السطح بالمستويات الاحداثية : 


7 إن مقطع السطح بالمستوي ×٥2‏ معرف بالمعادلتين ؟ 


X2 2 


الاك 
Jy =0‏ 


ووافح ان المقطع هو قطع زائد وواقع في المستوي 02× محوره 
القاطعة2 محمول على محور السينات ومحوزه فير القاطع 2٥‏ محمول على 
المحور ٠02‏ ويتالف من الفزعين'#!' أو 1 في الشكل(]4) ويقتطصع 


محور السينات عند .التقطتين ( A ( a,o,o‏ 6( عمرميق- )ه8٠‏ 


ب ب ان مقطع السطح بالمستوي 02[ معرف بالمعادلتين چ 


ور ر 
pF Tg =‏ 
TSS)‏ 
x=0‏ 





)٤۲( شک‎ 


1 ووافح ان. المقطع هو قطع زائد .أيضا واقع في المستويےهر 
محوره القاطع 2 محمول على محور العيشات ومحورة غير القناطج ع2 
محمول على المحو. 02 ويتالف من الفرصبين  ١'١',١١!‏ في الشكل, 
)٤۲(‏ وياقطع محون العينات عند النقطتين (هرط,ره)8,(هرط-ره)'8 

ج د ان مقطع السطح بالمستوي برن» معرف بالمعادلتين ٠١.‏ 
| = چ + چ 


2 


)5.56( 


€ 





وواضح ان المقطع هو قطع ناقض زواقع في المستوي ره×ء محوره 
ألكبير 23 محمول على محون السينات ومحورة المقير20 محمول علسو| 
إحورالعينات حيث فرضنا اام اها مقاطع السطح بالمستويات الموازية' 
إلمستوي ره× فمعرفة بالمعادلتين ۽ 


(5.5.7) 


وواضع أن هذه المقاطع عبارة عن قطوع ناقصةأنصاف محاورها : 


(558( ل با طت 9 ا ب المع 


وو افح من (5.5.8 ) أن أنصاف هذه المحاور تآخذ تيماامخرية 
من اجل ۸-0 وبالتالي يكون Bz By deg‏ »ويعبارة اخسرى 
يكون المقطع اصغريا عندما تقطع المجسم بالمستوي0 = 2 ٠‏ 


| 

كمائلاحظ من( .5.5.8 ) انأنصاف محاورهذه القطوع تزداد بارديادم 

نستنتج من الدراسة السابقةللمقاطع: ان مجسم القطع الزاكد ذا 
الفرع الواحد له شكل انبوب مقاطعه الافقيةقطوعناقصه أمفوهاالقطع الناقص 
الواقعفي المستوي 0 كما نلاحظ ان لهذا السطح ثلاثة مستويات تناظر 
متعامدة مشنى مثشنى »وفي جملة الاحداثيات المختارة هذه المستويات 
.لي المشتويات الاحداثية ٠‏ 

نسمي المقادير ٩‏ انصاف محاور هذا المجسم .وبحالةخامة 
مندها (=ة فان المعادلة( 5.5.7 ) تمشل مجموعة دوائر مركزها على 
المحور 02 وعندكذ يكون المجسم مجسم قطع زائد دوراني ذا فرع واحد 
ناتج عن دوران قطع زائد حول محوره غير القاطع لد. 


Yo 


3 مجسم القطع الراكد ذو الفرعين : 
= 
إن معادلة: هذا السطح بالشكل النمولجي هي : 


x2 


ا 27 ر 
ar + gr ~r =‏ 
لندرس ايضا مقاطع هذا السطح بالمستويات الاحداشية : 
؟'ان مقنطع هذا السطح بالمستوي 02لا معرف بالمعادلتين ١‏ 
x 2‏ 
ag =—1‏ 


CHS 
y=0 


ووافم آن هذا المقطع هو قطع زاكد واقع في المستوي02» 
محوره القاطع:٥2‏ محمول على المحور 020 ومحوره فير القاطسع28 
فحمول على محور السيينات ويقطع العحور جه في الشقطتين(ع,0)0,0 
(ع-,و,ره)'0 ويتالف من الفرعين ('اعا,''0!) شكل(45)٠‏ 


ب ان مقطع هذا الحطح بالمستوي 02لا معرف بالمعانا لتين : 


کک 
)5.5.80( ف 55 
نا 


وواضح ان هذا المقطع هو قطع زامد واقع في المستوي02لا 
محؤره القاطع 2٥‏ مخمول على المحون 02 ومحوره غير القاطع 20 محمول 
على المحور 0 ويقطع المحور 02 في النقطتين (ع,0,ه0)0و (عوره) '0) 


ويتالف من الفرعين '/0/01, 816186 ٠‏ 


1 








تکل )٤۳(‏ 
+ لندرس الان مقاطع هذا السطح بمستويات توازي المستوي 
ز0* آن هذه المقاطع معرفة بالمعادلتين ١‏ 
hf‏ 2 :5 
ا + 
)5.5.11( 
zh‏ 
ry‏ 


- 1 كان ج < |إط| فالمستوي ‏ 2-6 يقطع المجسم وق 


قطع ناقص نصفا محوريه + 


17 85 7 
80-3 1 EE aS 


وهذا القطع متناظر بالئسبة للمستويين 02<«: ¥07 * 


- عندما تزداد القيمة أب | تزداد .أطوال آنصاف المحاون '2وط 


وبالتالي تكبر هذه المقاطع وهي قطوع ناقصة ٠‏ 


+ عندما ع - أط]| فان ‏ 0-'0-'2 ويصبح المقطع نقطة عتد 
النقطتين (عرهره)2, (ع- و01)0,0 والمستويانه +22 يعسان 
المجسم مندالنقطتين ‏ 6',6 ٠‏ 

۽ ومن اجل ع>|ط| فالمستوي م 2 لا يقطع المجسم في 
أي نقطة ونقول ان المقطع يصبح قطعا ناقصا وهميا ٠‏ 


ونستنتج من الدراسة السابقة ان مجسم القطع الزائلك ذا 
الفرعين هو سطح مو٬لف‏ من فرعين منفصلين »ومن هنا آتت تسميته بذي 
الفرعين ۽ كما ان هذا المجسم يقبل ثلائة مستويات تناظر كفا ةا 
مثنى مشنى ,وهذه المستويات هي المستويات الاحداثية للجملة الاحداشية 


المختارة٠‏ ونسمي الاطوال 3,1,٥١‏ أثصاف محاور هذا المجسم ٠‏ 


ومن اجل دج تصبح المقاطع الافقية دوائرا متوازية,ومندعد 
يسمى هذ! المجسم بمجسم القطع الزاثك ذي الفرعين الدوراني ومعادلته 


النموذجية هي : 


۲4 





2 ف ۳ 0 
)5.5.12( اعد ا 7 
مثال(١)»‏ 
عيّن نوع السطح ١‏ 
0 = 30~ 22ر5 × 3 
الحسل ي 
SEEN‏ 
هذه المعادلة تكتب بال لى ١‏ 
x2‏ 22 3 
جوع حسم 01 


ووافح أنها المعادلة النموذجية لمجسم قطع زائد ذي فرعين 
وتكتب بشكل آخر ١‏ 


مركز تناظره 0 »وطول نصف المحور القاطع 8-19/10 محمول 
على السينات وطولا نصفي المحورين غير القاطعين 6 ۷دط » 1015م 
محمولان على المحورينره ٠2,‏ على الترتيب : 


٠ )۲( مثال‎ 





عيّن نوع السطح الذي معادلته 


2z-3y7-22-8»x+6y-12×-21= 0‏ 
الحل ي 


س 


بالاتمام الى مريع كامل تنجد ٭ 


T4 


5ع (22+62+9) 17-2 و2 شو 43 ع4 )2 


ومكة .١‏ 
)د تلقتمى_ الجن _ 2۲ي 
. ع 


3 
نلاحظ بسهولة أنه مجسم قطع زائد ذو فرعين مركز تناشسره 
الشقطة( 3-,2,4) ونمف محوره القاطع ‏ 2-ج محمول على محور يوازي 

٠ ©× المحور‎ 

(5.6) - المخروط من الدرجة الشانية ( او المخروط التربيعي ٠)‏ 

0ك 
وجدنا أن المعادلة المختزلة لسطح من الدرجة الثانية هي 

Ax“ + By“ +Cz2“+D = 0 (556.17 


فا۵! كانت الامشال 8,0./مفايرة للصفر والحد المطل ىق 
0-0 عندفد المعادلة (5.6.1) تصبح ١‏ 
Ax? + By + Cz? =0 (5.6.2)‏ 
ولنميز حالتين ١‏ 
الحالة الاولى ١‏ 
ادا اتفقت شارات الامشال ۸,8,٥0‏ عندغذ المعادلة( 5.6.2( 
تكتب بالشكل ؟ 


x7 2ر‎ 2 
HFF E =0 (5.6.3) 


ونلاحظ ان هذه المعادلة متجائسة هن الدرجة الثانية فهسي 


TY» 





:فهي تمثل نقطة حقيقية هي نقطة. الاصل -اونقول عن هذه المعادلة انها 
:معادلة. مخروط وهمي ٠‏ . : 
الحالة: الثائية ؟ 

اذا اختلفت اشارات الامشال في المعادلة( 5.6.2) عندكئ لد 


المعادلة: تكتب بالشكل » . 


E )5.6.4(‏ د 
هق معادلة مخروظ حقيقي رآشه النقطه 0 ٠‏ وييمكن التعسسرف 
على هذا السطح بِأخَذ مقاطع مختلفة له ٠‏ 
أ اذا قطعنا السطح ([ 5.6.4) بالمستوي ح- فمعادلتنا 


المقطصسع ١‏ 
(5.6.5) 
ونلاحظ إن المقطع عبازة عن قطع ناقص واقع في المستسسوي 


الافقي ‏ عدج شكل ٠)44(‏ 
نصفا محورية ,هة ,ط وهو متناظر بالنسبة للمستويين02* 


۰٠ y0z 


ب اذا قطع السطح بالمستوي 202 فمعادلتا المقطم : 


)5.6.6( 


r) 





x 2 x 2 
کے — = — د‎ - 0 
a Fe 3 8 e 


الواقعين في المستوي 02 وهما ا),' ۸'1 في الشکل(٤٤)۰‏ 


rr 





ج اذا قطع السطح بالمستوي 2ملا فمعادلتا القطع ؟ 


)25.67( 


ويتالف من جملة المستقيمين ٠‏ 
ا E‏ 
- 5 و 0-ج + 0 


الواقعين في المستوي هر وهما  ١'', (١‏ في الشكل 
)€( وبحالة خاصة عندما ادج فان المقاطع الافقية المعيئنة 
بالمعادلتين ( 5.6.5 ) تصبح دو افر افقية ويدعى المخروط بالمضروط 
الدوراني محور دوزآئه 2ه ٠‏ 1 


ملاحظقة ؟ 


ت 

ان مقاطع المخروط بمستويات لا تمر من راسه »اما دواشسر 
أو قطومم ناقصة او قطوع زائدة او قطوم مكافكة لذلك قد سميت هسذه 
القطوع بالقطوع المخروطيسة٠‏ 


مشال(1) ۰ 


س 


المعادلة ؟ 
س ر لی شير 


تمثل مخروطا دور انيا ٬مقطعه‏ بالمستوي جم يتالف سنن 
مجموعة المستقيمين ج مد ومقاطعة بالمستويات دح مجموصطللة 


من الدوائر الافقية مراكزها على المحور ‏ 07 * 


rr 


مشال(۲). 





المعادلة 
Û‏ = ترق رو 
تمشل مخروطا من الدرجة الشانية ( غير دوواني ) ١ان‏ مقع 
هذا المخروط بمستو معادلته طع2 حيث 0 #ذا هو قطع زاء د 
معادلته 32 -2ير29ير اها من اجل 0+ عندكذ يتآلف المقشلع 
من جملة: المستقيمين و3 + = »× وهما مولدان للسطح.وكذلك 
المقطع بالمستوي | - لا هو قطع زائد .أيضا معادلته. و2322 


اما المقطع بالمستوي ل=× حيث 00 فهو قطع ناقص معادلته : 


3h 


2 = 32 + رو 


 )5.7(‏ مجسم القطع المكافى*:. 





اذا اتفق إن كان 0-رح في المعادلة العامة للسطوح. مسن 
الدرجة الشائية ( .5.1.1) أي حوت المعادلة حدين مربعين فلقسطه 


عندكد يمكن رد المعادلة العامة الى الشكل ٠‏ 


2 
Ax + By? +2Cz=0 (57.1) 


ولنغرض ان الامشال ۸,8,٤‏ مغايرة للمطر ءهلة. المقادلنة 
تكتب بالشكل ٠‏ 


2 2 


سس ۳+ — 
8 4 


وحسب اشار ات الامثال الوارده. في المعادلة يعكن آن نحصل 


Y€ 





على المعادلتين ؟. 


ر 

q2 5.7.2) 
Ea 

8 


)5.7.3( 


حيث "م إن عددان موجبان ۰ 
المعادلة: الاولى ( 5.7.2 ) تمثل معادلة مجسم قطع مكافضيى” 
تاقصي محوره 2م والاشارة (+) توافق التقمر نحو الاهلى والاثنارة(-) 


توافق التقعر نحو الاسفل ٠‏ 
إما المعادلة الثانية( 5.7.3 ) فهسي معادلة مجسم قضسع 


مكافى* زائدي ٠‏ 
ولندرس الان كلا من هذين المجسميين ونتعرف على شكليهما من 


طريق المقاطع لهما . 


مجسم القطع المكافى" الناقصي :. 
سس سل سسب ةن ست 


معادلة: هذا المجسم هي : 


x2 2ر‎ 
Pq 7k22 


حسب (5.7.2 ) وسوف نقتصر على دراسة السطح في حالة الاارة 


)+( لانه يمكن بسهولة ان نقوم بدراسة مماثلة في حالة الاشارة(-). 


5 ان مقطع هذا المجسم بالمستوي 202 معرف بالمعادلتين 5 


>" 


2 (5.74) 


وافح ان هذا المقطع هو قطع مكافىء معادلتية 7ح2 =× 
واقع في المستوي «مير محور تناظره هو المحور 02 وذروته مبسسدا 
الاحداشيات ووسيطه م ء 


ب أن مقطع هذا المجسم بالمستوي 02 معرف بالمعادلتين ٠‏ 


1 
2ج- لك 
2 9 


(5ي02) 
X= 0‏ 


واضم ان هذا المقطع هى قطع مكافى* معادلتسه 20 ر 


واقع في المستوي نا محور تناظره هو المحور 02 ايضا ودذروته 
مبدآ. الاحداثيات ووسيطه ‏ 60 . 


ج ى ان مقطع هذا المجسم بمستويوازي المستوي لإنعا معستترقا 
بالمعادلتين ٠‏ 
(5.7.6( 


فاذا كان ۸<0 فان المستوي =< يقطع المجسم وفق قطلسع 


ناقص نعفا محورية ؟. 


1 





a'= ¥ 2ph , b' =¥ 2qh (5.7.7) 


وهذا القطع متناظر بالنسية للمستوبين 0× , oz‏ شګکل 
)0( 


ونلاحظ آن انصاف محاور المقاطع الافقية تزداد بازديساد 1 
وعندما 0-30 فان اللمقطع يصبح نقطة هي النقطة 0 وبالتالسيلا0» . 
يمس المجسم عند 0 ء اما من اجل ن>ط فان المعادلتين ( 5.7.6 ) 
تعرفان لنا قطعا ناقصا وهميا أي المستوي 2<١‏ في هذه الحالسبة 


لا يقطع هذا المجسم . 


نستنتج من هذه الدراسة ان هجسم القطع المكافى” الناقصي 
هو مجسم يقبل مستوي تناظر متصامدين هما المستويان yOX , XOzZ‏ 
في جملة: المحاور الاحنااثية المختارة ونسمي النقطة 5 ذروة همسذا 
المجسموالعددان ٩,١‏ هما وسيطا المجسم شكل (ن4) وفي حالة تسساوي 
الوسيطين فان المقاطع الافقية تكون دواشر مركزها على المحور 02 
والمجسم يدعى في هذه الحالة مجسم قطع مكافىء دورائي ٠‏ اما اذا 
اعتبرنا الاشارة(() في المعادلة( 5.7.2 ) فنحصل على مجسم يناظر 
المجسم السابق بالئسبة للمستوي لإهلاء. 


؟ مجسم القطع المكافى* الزائشدي ؟ 





معادلة: هذا المجسم هي : 2 ا ا حسب ( 5.7.3 ) 


. q>0,p >0 خخا‎ 


TTY 








شکل (ه4) 


ولندرس هذا المجسم عن طريق المقاطع المختلفة له : 
ان مقطع هذا المجسم بالمستوى 02× معرف بالمعادلتين : 
2 53 


(5.7.8) 
=0 


نلاحظ ان هذ؟ة المنحئي عبارة عن قطع مكافى* واقع في المستوي 
202 متشاطئر بالنسبة للمحور حه وذروته في هبد]. الاحد ائيسسات 
ووسيطه م وتقعره نحو الصادات الموجبة وهو المتحني ۸'٥۸‏ في الشكل 


{e 


۳4 








شكل (85) 


ب لناخذ الان مقاطع المجسم بمستويات توازي المستوي 2ملا 
فكل مستو من هذه المستويات معادلته من الشكل (<“. ومقطع المجسم 
ياخد هذه. المستويات معبين بالمعادلتتين : 


و ب - 
q (5.7.9)‏ 


ان 


يمكن ان شرى بسهولة انه من اجل اي قيمة ل2 ١‏ فان المستوي 
- × يقطع المجسم وفق قطع مكافى*تقعره نحو الاسفل ومتناظريالئسبة 
للمستوي 07× ۰ وواضح من المعادلة الاولى من ( 5.7.9 ) ان جميسسع 


هذه القطوع المكافئة لها نفس الوسيط ن وان ذروة كل قطع مكافى* 


aî 





من هذه القطوع .تقع ملى منحني تقاطع المجسم مع المستسسوي 2وءا. 
شكل(#5) اي تقع هذه الذروات على القطع المكافىء الذي تقعره نحو 
الاعلى. والمعين بالمعادلتين ( 5.7.8 ) ٠‏ 


ج ‏ لشأخذ الان مقاطع المجسم بمستويات توازي المستوي روي 
التي معادلتها 6د ومقطع المجسم بأحد هذه المستويات معيسن 


٠ بالمعادلتين‎ 


P ۹ (5.7.10( 


نجد بسهولة من (5.7.10 ) ان كل مستو | - ل يقطع المجسم 
وفق قطع مكافيء تقعره نحو الاعلى »وبحالة خاصة من اجل 0 - 6 فسان 
المقطع هو المقطع الوارد في المعادلتين ( 5.7.8) في آول هذه‌الفقرةء 

د لشاخذ مقاطع المجسم بمستويات توازي المستلوي ل20 
فكل مستى من هذه المستويات معادلته من الشكل 2-8 ,ومقطع المجسم 


باحد هذه المستويات معين بالمعادلتين , 
)5.7.11( 
نلاحظ بسهولة أن المستوي ١‏ - 2 يقطع المجسم وفق قضوع 
زافدة. متناظرة بالنسبة الى المستويين 07× , ۷02 ٠‏ 


فاذا كان 0 < 1 فان هذه القطوع الزائدة. تقطع المستوي02× 
واذا كان 1)0 فان هذه القطوع الزاكدة تقطع المستوي 2٥ر‏ 


f 





ومندما 0 - ١‏ يتحول المقطع الى مستقيمين معادلتاهماء 
اا د عد 
E‏ 
واقعين في المستوي 0۷× ٠‏ وقد بينا في الشكل(1٤)‏ مقطع 
المجسم با لمستوي 2-21 حيث h0‏ ۰ 


نستنتج مما تقدم شكل مجسم القطع المكافى* الزاكدي المبين 
في الشكل(41) هذا المجسم يقبل مستويي تناظر متعامدين هما فبي جملة 
المحاور المختارة مستويات الاحد اثيات 02,*02لا ونسمي النقطة 0 ذروة 
المجسم ءوالعددان الموجبان 0,5 يدعيان وسيطي المجسم ٠.‏ 


ملاحظشة , 





نسمي المقطعين للعجسم بالمستويين 0<×, 0ر بالمقطعيسن 
الرشيسيين للمجسم وهصا في الشكل(41) القطعان المكافئان 808,8'0 
ويمكن توليد هذا المجسم اذا ثبتنا احد.المقطمين الرئيسين وليكن 
A'OA‏ وتتقلت ذروة الاخر 8'08 عليه توازيا مع وفعه الاساسي قفي 
المستوي 02لا وبالعكس . 


١ مشال‎ 





ليكن السطح ج36 2 برو 9×2 


نلاحظ ان هذا السطح متشاظر بالنسبة للمستوييسسن 02,023“ 
وبالتسبة للمحور ٥<7‏ ءمقطع هذا المجسم بالمستوي /ه× يتالف 
من مجموعة المستقيمين ٠١‏ 


€) 


2 


3x-2y=0 , 3×+2y =0 مع 9×24 ]على‎ 


من اجل لر فان مقطع السطح بالمستوي دمرهي القتشلع 
المكافئء. ‏ 362= ×9 و 4z‏ »× هذا القطع ذروتة في نقطة 
الاصل وتقعرة نحو الاعلى ٠‏ 

ومن اجل 0= × فان مقطع السطح بالمستوي 2٠ر‏ هو القطصلع 
المكافى ٠9‏ 


262 كر - ال 2-92 2ر هذا القطع ذروته في نقطة الاصل وتقتعره 


نحو الاسقل ٠‏ 

ومقاطع هذا السطح بالمستوي 2-8 هي مجموعة من القطلوع 
الزائدةء 

اذا كانت 0< فان المحور القاطع لكل من هذه القطضسوع 

يوازي المحور ×0 ٠‏ 

واذا کانت 0 فان المحور القاطع لكل من هذه القطسوع 

يوازي المحور لاه ,٠‏ 

كذلك مقاظع السطح بمستويات موازية للمستوي 07> أى 
المستوي 02( هي قطوع مكافشة. وبالتالي فان هذا السطح هو مجلم 
قطع مکافیء زاكدي ٠‏ 


 )5:8(‏ الاسطواشات من الدرجة الثانية (آوالاسطوانات التربيعية): 
ا ا ا ی 


اذا كانت جميع آمثال إحد ‏ .المجاهيل معدومة ,ولتكن أمشالج 
معدومة فان المعادلة العامة للسطوح من الدرجة الشائية تيح 


بالشكل ؟ 


200 0 2 4 + لاوع2+دا رع 2 + ررك 2+2 رهبي 8 


3 3 


فالسطوح المعينة يهذك المعادلة: هي سطوح اسطوانية مولداتها 
خواري المحور. 092 اما في الهندسة المستوية فهذه المعادلة: تمثل 
منحنيات من الددرجة الشائية. فاذا اجريشا انسحابا ودورائا لجبلسلة' 


المحاور الاحداشية فان هذه. المعادلة: تختزل إلى الشكل ١‏ - 
Ax2+ By2+ D =0 ED)‏ 


وهذه المعادلة تكتب يالشكل ٠‏ 


2 
اد و + کہ 
B‏ ا 


وهنا نميز عدة. حالات ؟ 
1 اذا كان: المخرجان موجيين فالمهمادلة: تصيم من الشكل ١‏ - 
2 2 
(5.8.3( 1 چ 5 ج 
9 


نسمي هذا السطح بالسطح الاسطواني الشاقصي (آو. اسطوائسسسة 
دليلها قطع ناقص ) مولداته توازي 2ه شکل(۷٤)۰‏ 


وعندما 6 -3 يصبح السطح إسطوائية دورانية ٠‏ 
ب ل اذا كان المخرجان من اشارتين مختلفتين تصبح من الشكل ٠»‏ 


2 
)58.4( 1 جج 


r 





شکل (4۸) 





عندكد نسمي هذا السطح بالسطح الاسطواني المكافئي (سطوانة 


نسمي هذا السطح بالسطح الاسطواني الزائدي ( او اسطوائنسة 
دليلها قطع مكافىي*) (40). 


دليلها فخطع زاكد) مولداته توازي 02 شكل(ه4). 
ه ‏ في المعادلة(5.8.2 ) اذا كان 0 - 0 وكان ۸ , 8 


ج وان كان المخرجان سالبين تصبح المعادلة من الشكل , 
من اشارتين مختلفتين ٠‏ عندكذ ترد .الى الشكل , 


َر x‏ 
a 0 0 -1 )5.8.5(‏ )58.7( 0 = رې 2م 
وعئد هذه المعادلة لا تمثل سطحا حقيقيا بل تمثل اسطوانة ` او ؛ 
(px+qy) (px-qy) = 0‏ 


وهميةء 
د اذا استطعنا باختيار مناسب لجملة المحاور الاحداشية ان عندكذ الاسطوائة تتحول الى مجموعة مستويين فطهما المشترك 
نرد المعادلة (5.8.1 ) الى الشكل + 2 2 
2px‏ = اللا 


Yfo Tf 








)٤٩۹( شکل‎ 


(5.9) - السطوح المسطرة والتوليد .المستقيمي لمجسم المقطع الزاكئد 
ذي الفرع الواحد ولمجسم القطع المكافيء الزاشدي ٠‏ 


نقول عن السطح ( 5 ) انه سطح مسطر اذا أمكن توليده. بواسطة 
مستقيم كالمخروط والاسطوانة ٠‏ الا آنه يوجد سطوح من الدرجة الشانية. 
لا تبدى لاول نظرة لها بآنها سطوح مسطرة بل يمكن البرهان جبريسا 
على :امكانية توليدها بواسطة المستقيم كمجسم القطع الزاشسد ذي 
الفرع الواحد .,ومجسم القطع المكافى: الزاعدي . وسنبرهن في هذيسن 
المجسمين أن كل نقطة من المجسم يمر منها مستقيمان مولدان ٠‏ 
١‏ توليد مجسم القطع الزاشد ذي الفرع الواحد 6 

وجدنا في الفقرة(5.5) أن المعادلة النموذجية لمجسس ام 
المقطع الزاكدذي الفرع الوحيد هي : 


6 





چ 


Rl 
lt 
qj 


ويمكن كتابة هذه المعادلة. بالشكل ١‏ 


x2 22 2ر‎ 


ک1 ی و 


آو بالشكل 
دسم (‡-) (+)-(-) (+ج) 


لنعتبر الان مجموعة المعادلتين من الدرجة الاولى ٠‏ 


(ججمد رج + ع) 


(5.9.2) 
(E) 

نلاحظ ان جملة. هاتبن المعادلتين تعين مجموعة من المستقيمات 
ان كل قيمة للوسيط تعين مستقيما فاذ| ضرينا المعادلتبيين السابقتين 
طرفا بطرف نحص على المعادلة (5.9.1) وهي معادلة السطح. فلالا 
كانت ( 2 ولارءا) 11 نقطة من المستقيم المعين بالمعادلتين (5.9.2) 

فان إحدإثياتها تحقق معادلة السطح ( 5.9.1) وبالتالي النقطةة!ا 
تانع على السطح ٠‏ فكل نقطة من المستقيم (5.9.2) هي نقطة من السطح 
) 13) وبالتالي المستقيم ( 5.9.2 ) يقع على السطح( 5.9.1 ٠)‏ 


2 TEY 





ولنبرهن الان ان كل نقطة من سطح المجسم المعين بالمعادلنة 
(5.9.1 ) يمر منها مستقيم واحد فانط من مستقيمات المجموعة (5.9.2) ٠‏ 


لتكن النقطة 2 xg‏ )11 من المجسم 5.9.3) متدقسد 


. ١ يكون‎ 


(دوو) ‏ (ع-!ا) (+!) - )2+2 


E RE‏ ا ا 
المجموعة ( 5.9.2 ) بالنقطة ر ٠‏ 


بتعويض احداثيات هذه النقطة في الجملة ( 5.9.2 ) نجد , 


)5.9.4( (ث 2١ -١)1+‏ 
1 م2 Xa‏ 
(59.5) عع ده ) 
من المصادلة(5.9.4 ) نحسبقيمة ۸ د 
3 
:. : 2 0 
Ter = (59.6)‏ 


شريطة .0 + عد +1 
ان هذه القيمة ل ۸٠‏ تحقق المعادلة(5.9.2 ) لان تعويض | 


في هذه المعادلة يعطي العلاقة(5.9.3 ) ء 


€4 


اك 


والان اذا عوضنا قيمة 2 في جملة المعادلتييسر( 5.9.2 ) 
هندئذ يتين لدينا مستقيم واحد يمر بالنقطة ر »اما اذا كان 
20 





Y 
عندئد نحسب ۸ من المعادلة(5.9.4) ونبرهسسن‎ 1+5 
بصورة ممائلة ان قيمة ۸ المحسوبة تحقق المعادلة 5.9.4 )وبالتالي‎ 
نكون قد برهنا على مرور مستقيم وحيد من المجمومة ( 5.9.2 )بالنغقطة‎ 


‘MM 
0 


نسمي مجموعة المستقيمات (509:2 ) بالمجموعة الاولسس ىن 
للمستقيمات المولدة لمجسم القطع الزاعد ذي الفرع الواحدءوبذلسك 
الكو اند يرهشا ان السطح هو سطح مسطر ٠‏ 


بالاضافة الى ما سبق يمكن أن نبرهن على وجودمجموعة ثانية 
من المستقيمات المولدة. لهذا المجسم اذ يمكن اعتبار مجموعسسسة 


مجموفة مولدة. ايضا للمجسم وهي مغايرة للمجموعة( 5.9.2 ) 
ويمكن أن نبرهن بنفس الطريقة أن لكل نقطة مثل 0" من المجسم يمر 
مستنيم وحيد عن المجموعة الثائية. فنقاط السطح المجسم تتالف 


اذن من تقاطع المستقيمات في المجموعتين مثنى مثنى شكل +)٠١(‏ 





9.10) 





كذلك الامر بالتسبة لمجسم القطع المكافى* الزائدي الذي 
معادلته النموذجية' ؛ 


1 


ا 
Ê (5.9.8)‏ و 


|» 


يمكن أن نبرهن أن هذا المجسم تولده مجموعتانمن المستقيمات 
المجموعة الاولى + : 





(35.9.9) 


والمجموعة الثانية ؟ 


Yo“ 


Yet 





)٥(نیرامت‎ 


- اثبت أن المعادلات الاتية هي معادلاتها مجمشات قطوع ناقصة ٠‏ 


عيّن مركن وأنصاف المحاور لكل منها ١‏ 


a) x" + 16y? + 2 — 4x + 32y — 5 =0 

b) 3x + 4y? +2 — 12x — 6y + 4Z— 4 =0 
¢) x + 4y? + 2?—4x— 8y + 82+15 =0 
d 3x zy? F27 F3x+3y +42 —0 


- عيّن مركن كل من السطوح الاتية وعيّن نوع كل منها 6١‏ 


a) 2x —2 y2 + 422 8x— 6y + 122— ٽ0[‎ O 


bb) xX +2y?— 37 + 4x — 4y — 6Z 9 =0 


1 2x? — 3-422-12627-0 
d) 2x? —y?— 322 8x 6y + 2429 = 0 


بو آشبك المعادلات الاتية تمثل مجنسمات قطوع مكافكة وعيكتين 


ذروة كل منها ۽ 


a) 2x? + 3y?— 8x + 12y + 32 +23 =0 
b) 2x? + 42? — 4x — 24z —y + 360 
9 3z + Sy? — 2x + [Oy — 22+ 21 = 0 
0( y— 4x + 22— 6y — م12‎ + 6-0 


Yor 





-1 


-۷ 


أوجد .المعادلة الشمودجية لكل من مجسمات القطوع التاقصة 
اذ! علمت آنها تمر بالنقاط , 
a) {(2,-1,1), (<3, 0,0), (1-1, 2(‏ 
ص ات م ,ري 1 . ليه ره 
T) , (2,0,4)‏ 3,1 . (2,2,2) ك 
( 3.1.27( , (1,3,4) 4 


علا بانه دور اتي حول 02 ۰ 


آوجد مععادلة المحل الهندسي شعيورية نقاط الفراغ التي 
مجموع بعديها من النقطتين الشابتتين ( 3,2,4 )و( لاو0,3) 
يساوي 8 وعيّن طبيعة هذا المحل الهندسي ٠‏ 
آوجد ععادلة: المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ التي 
مجموع بعديها من النقطتين الشابتتين ( 32,4 )و( 4-,3,2 ) 
يساوي 10 وعيّن طبيعة هذا الححل الهندسي ٠‏ 


آوجد معادلة المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ التي 
بعدها عن المستوي ۷02 يساوي نعف بعدها عن النقطة ٠)1,-2,23‏ 
أوجد معادلة المحل الهندسي لمجفخومة نقاط الفرالنم التيبعدها 


عن المحور رن يساوي ثلائة امشال بعدها عن النقطة 
7 8-33[ > 


اوجد معادلة المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفرانم التي فضل 
بعديهامن النقطتين ( 0,0,5 )و(3-,0,0 ) يساوي 4 ءثم هين 
نوع هذا المجان ومركزه ٠‏ 


7 ُ Tor. 


۰ 


ا 


-15 


اوجد معادلة المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ التي فضلة 
بعديها عن النقطتين ( 3,4-,2,3,4()2 ) يساوي 5 ءثم ميل 
نوع هذا المحل ومركزة ٠‏ 


اوجد معادلة: مجسم قطع مكافى* ذروته النقطة ن ومحسوره2م7' 


ويمر بالنقطتين (3,2,2(,)3,0,1). توجيهءٌاستخدم المعادلة 
By2= e‏ يرم 
اوجد معادلة مجسم قطع مكافي* ذروته النقطة ٠‏ ومحوره بإه 


ويمر بالناقطتين(2,1-,3,2(,)1-,4-3 


عيّن مستويات ومحو رتناظر السطح : 

9x2 4y = 36z 
٠ شم عيّّن طبيعته وذلك بآخذ المقاطع المختلفة له‎ 
عن معصادلات المساانط القائمة على المستويات الاحداثيةلمنحني‎ 
تقاطع مجسم القطع المكافى* الناقصي × = ج بر مع‎ 
٠ x+2y-7=0 المستوي‎ 


اوجد معادلتي المستويين المماسين للصطح ي 


2-2 


22-6 +32 =5 = 0 


. 4 اللذين ييمران بالمستقيم‎ 
x +9y -3z = 0 


3x-3y+6z-=5 = 0 


ثم أوجد نقطتي التماس ٠‏ 


Toz 


| 
| 





¥ 


¬۷ 


اوجد .الشرط اللازم كي يمس المستوي + . 


ax rby+cz+ d = 0 <x +By +¥.z— & =0 


ثم اوجد معادلتي المستويينر المماسين للسطح ٠‏ 
28 16 كيو جور ك2 

اللذين يوازيان المستوي ١‏ 
x-y-2z = 0‏ 


اوجد الشرط اللازم كي يكون المستقيم ١ه‏ 


مساج السلا ے × 
m n‏ 


احد مولد ات مجسم القطع المكافى* , 
by = 2z‏ بيرع 
ثم اوجد مولدي السطح , 
4x9 2z‏ 


اللذين يمران بالنقطة (6,4,0) ٠‏ 


Teo 








تعرييف ؟ 


الكرة هي المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ التي تبعسد 
هن نقطة ثابتة (عو2)8,6 بعد شابتا ۴ ء الشقطة الثابتة تدعسى 
مركز الكرة »والبعد .الشابت يدعى نصف قطر الكرةء علما بان كلمة 
كرة في هذا البحث تدل على سطح الكرة. 


(6.1)- المعادلة: الديكارتية للكرة ٠‏ 





لتكن ( 2,لا,»“ )11 نقطة من سطح الكرة (5) التي مركزهسا 

( هء,رطوع ) جح ونصف اتطرها ۴ ففي جميع اوضاع ۲ على سطح الكرة 

يكون + #2 K2‏ ونعبر من هده الخاصة الجميزة لنسطح الكلرة 
تحليليا بالمعادلة , 


(x-a)2+(y-b) 3+ (ze) = R2 614 


هذه المعادلة هي المعادلة الديكارتية للكرة.وتكتب بالشكل 


YoY 


x+y +2 -2ax-2by-2cz +d = 0 (6.1.2) 


٠ هي كمية ثابته‎ da +b+e - R2 حيث‎ 


نلاحظ من المعادلة الاخيرة أن هذه المعادلة هي معادلة منن 
الدرجة الثانية في المجاهيل 2,لا,ا وتتمتع بالخاصتين الآتيتين» 
ت امكال الحدود المربغة متساوية. 


۴~ امثال الحدود المستطيلة مهدومة ٠‏ 


وبحالة خاصة اذا كان مركز الكرة هو مبدا. الاحداثيات » فان 


معادلتها تكون ؟ 
R2 (6.1.3)‏ 2 عر x24‏ 


وسنبرهن الان + ان كل معادلة من الدرجة الثائية تتمتسسع 


يهاتين الخاصيتين هي معادلة الكرة ٠‏ 
آي أن كل معادلة من الشكل ١‏ 


S(x,y,2) = AX? + Ay? + Az? + 2C, x + 2C,y + 2C,z 4 D =0 (6.1.4) 
١ هي معادلة كرة . هذه المعادلة: تكتب بالشكل‎ 
2E صن عدن 6ه‎ 
2 2 کے اتر ر‎ — = 
تا‎ CT r it E a ا‎ 


ص 


والمعادلة الاخيرة تكتب بالشكل , 





CG _ C+ “PD _‏ 
سج مسقت كته رج مب + رج دي + ركيم 


4ه 


نلاحظ من هذه المعادلة أن الطرف الايسر يمثل مربع بعد النقطة 
z(‏ ,ر ,»)1 المتحولة عن النقطة الثابتة ر( ا - LL,‏ 
.ويساوي المقدار الشابت إم في الطرف الايمن ء فاذا كانست إل 
موجبة فان المحل الهندسي للنقطة لم هو سطح كرة حقيقية نصف قطرهسا 
لرلياء 8 ءوان كانت [] سالبة عندشذ يكون نصف قطر هذه الكرة 
تخيلينا ونقول عندئذ ان الكرة مقدية أو وهمية ء اما اذا كانت 0= 1, 
مندكذ يكون نصف قطر الكرةمعدوما وبالتالي فالمعادلة. تمثل نقضصا 
المركز . فالمعادلة(6.1.4 ) تدعى بالمعادلة العامة للكرة كمسسا 
أن المعادلة( 6.1.1) تدعى بالشكل النموذجي لمعادلة الكلرةء 
وسنرمز للطرق الايس من المعادلة العامة للكرة بالرمز (<2رلار» ) *5 
عندما تكون امثال الحدود المربعة مساوية للواحد ٠‏ 
آي 
(x,y,z) = ED‏ 


6 والمعادلة العامة للكرة تكتب بالشكل‎ 
S(x,y, 2) = Ky? + 22 2 Cx + 2 C,y + 2 C,z + d= 0 (6.1.5) 


مركز الكرة هي النقطة (و- ,0-,01-) ومريغ تصسف 


قطرها هو : 
CF —d‏ + قو ل قر د80 


(6.2) - المعادلات الوسيطية للكرة: 
س 


وجدنا في الفقرة (4.2) آن المعادلات الوسيطية لكرةمركزها 


مبدآ الاحداثيات نا هي : 


0۹ 








R.Sinv.Cosu ; y= R.Sinv.Sinu ; Z=R.Cosv‏ دع 


:]> 0,2] عه , [ع,ه] 6 ٠‏ 
اما اذا كان مركز الكرة في الشقطة (6,0و0)8)فان دعاتيسسر 


الانسحاب تعطي ؟ 


x=a +R. Sin v. Cos u 
نا مأك . لاوز . 8 + ٠ط عدو‎ (6.2.1) 
2=c +R. Cosv 


فالمعالات (6.2.1) هي المعادلات الوسيطية للكرة التي مركزها 


(عوطرة)0 ونصف قطرها ۴ ء 


نرى بسهولة آنه بحذف الوسيطين لا, ا من المعادلات ( 6.2.1) 
نحصل على الشكلالنموذجي لمعادلة الكرة ٠‏ 


١ )١(لاثم‎ 


اكتب معادلة: كرة مركزها (1-,0)1,2 ونصف قطرها 2 = 8 


الحل ؟ 
بتطبيق الدستور ( 6.1.1 ) تنجد 


(x— 1 4 (y2) + (2+ 1)2 =4 


YT 





Ly تج بس‎ 2x —4y + 22+2 =0 


١ مثال(؟5)‎ 


س 


عيّّن مركز ونصف قطر الكرة التي معادلتها ١‏ 


0 2 سج 6 2y‏ + ×4 نج ل الول قي 





بالمقارئة مع المعادلة(6.1.2 ) نجد ؛ 
3ع ع1 .]8-26 


b2? + c2d = 16‏ ل انا 


Ri  هنمو‎ 


.(6.3) - معادلة كرة تمر بآريغ نقاط : 





١ بغرض‎ 


Mo Xs Ya. 22) ٠ M2 (Xa Y2, 2, ) M, (xı Y,.2,)‏ ان 


اربع نقاط معلومة ولنوجد معادلة كرةتمر بهذه النقاط ء 
من المعادلة العامة للكرة ١‏ 


S(x,y, 2) = x2 + y2 + 22 + 2 Cx + 2 Cay + 2 C,z + d =0 


اذا عوضنا +حداثيات النقاط الاريع في هذه. المعادلة نحصل على 


اربع معادلات خطية في المخاهيل لف و هي ۽ 


لكف 


Sr) =0: SY, 2) =0; S* (y.y, 2) =0: S° (KY. 20) = 0 


ونکون امام ثلاث حالات + 


إذا وجد لجملة المعادلات الخطية الاربعة حل وحيد عندئذ مرت 
بالنقاط الاربعة كرة وحيدة ية انوا بت لكوم تا 


Cs Cas Cy, d )‏ ) وفي هذه الحالة تكون النقاط الاربعة 


¬ 


فير واقعة في مستو واحد ٠‏ 


إن١‏ كانت جملة المعادلات مستحيلة: الحل عندثذ تقع النقسسساط 
الاربعة في مستى واحد دون ان تقع على محيط داشرة واحسدة» 
وبالتالي لا تمر من هذه النقاط آي كرةء 

- اذا كان لجملة المعادلات عدد لا متناه من الحلول عندكس سس 
تقع النقاط الاربعة على محيط دائرة واحدة. وبالتالي قفر 
م هذه النقاط الاربعة عدد لامتناه من الكرات مراكزها تقسسع 


على محور هذه الدائرةء 


6)١( مثال‎ 


— 
وجد معادلة. كرة تمر بالنقاط ۽ 


MCL) , My(l,2,1) , My(1,1,2) , M(2,1,1) 


١ الحل‎ 


KSEE 
, من المعادلة. العامة للكرة‎ 


x2 + y? + 7? 4+ 2 Cx + 2 CY + 2 C,z + d= 0‏ 
عون إحداثيات الشقاط الاربعة في هذه المعادلة: تحصل على 


المعادلات الاتية : 


YY 





4) 
(2 
(3 
4) 


2C +2C, + 2C +d +3 =0 
2C, +4C, +2C, +d +6 =0 
20+ 20, + 4+ ل‎ + 6-6 
40 + 2 + 2 عل + ى‎ -60 


بحل هذه المعادلات جد : 


6- ل 


3 
و 


3 2 
6 ¥ حك 9 لت 


ومعادلة الكرة هي ١‏ 


مثال(؟) ٭ 


Ry F2 —3x—3y—-32 +60 


— 


آوجد معادلة. كرة تمر بالنقاط ٠‏ 


الحل : 


= 


بالتعويض في المعادلة. العامة للكرة نجد ؛ 


2( 
2( 
كت 


دا وي) 


M, (0,0,0) , Mر41,0,0)‎ , M02) , M, 


d = 0 
2Ci+d+I =0 
4C + 2C, +d +50 


50 


6 0 3 دوب CE +2CG FF‏ 
من (1) و(2 ) نجسج ‏ درن بالتعويضفي ( 40(0]3) 
جد 
١‏ 5- -203 +40 
1- > و0 +202 


هذه الجملة الاخيرة مستحيلة. لذلك فالنقاط الاربغة ت : 

و خير ربعئة تقع في 

۴ 2 

مستنو واحد دون أن تفع ملى محيط داشرة واحدة. وبالتالي لاتمر بهسسذة 


النقاط آي كرةء 
فشال(۳) ۰ 
اوجد معادلة كرة تمر فن النقاط ۽ . 
Mı (0,0,0) , My (3,0,0) M, (ll) Me (21,1)‏ , 


الحل , 


لنعوض في المعادلة العامة للكرة 'تجد ب 


4-60 00 
6C +d +9 =0 2) 
, 20+2 +2C +d +3=0 (3) 
4C, + 2C, + 2C, + d+ 6 =0 ” 


من (2(:)1 )نيد ي - دع ,بالتعويض في (3 )4.(١)‏ 





2C, + 2C, = 0 
2C, + 2C, = 0“ 


هذه الجملة لها عدى لا متناه من الحلول لان ولم يتعينا' 

! 8 

تبماما بل ارتبطا بالعلاقة ٤,‏ - 622 وبالتالي يمر من النقساط 
الاربعة مجموعةمنلكرات معادلتها ,۽ 


0ع 2 2 ديزت 2 +23 + 2ر + x‏ 


والنقاط الاربغة تقع على محيط داشرة٠‏ 
 )6.4(‏ معادلة كرة علم نهايتا قطر.فيها : 
د ش 
بخرض (رz‏ دوزلا (xj‏ ,م تن نهايتا القطسر ۸8 
في الكرة5 لنوجد معادلة: هذه الكرة ؟. 
لتكن (2,ر,×)1 نقطة متحولة على سطح الكرة 5 2 فلي 
جميع أوضاع النقطة !]) على سطح الكرة يكون .١‏ 
جا جد 


MA . MB =0 
ار‎ 


شكل (0ه) 


lo 


وتعبر عن هذه العلاقةتجليليابالبعادلة ٠»‏ 


١ ) (0 (64.1)‏ ( رس يد ) ل ( ؤس ).ولاس لاع عه يع ست ور د لوح »ع 


بفك الاقواس نرى بسهولة انها معادلة كرة ٠‏ 


٠» ملاحظقة‎ 





يمكن حل هذه المسآلة بطريقة ثائية ,وذلك بتعيين احداثيسات 
النقطة © منتصف القطعة 8م وحساب نمف لقطر 08 وتطبيق الدس تور 


۰ )6.1.1( 


(6.5)- الوفع النسبي لكرة وهمستو ,۽ 





لتكن الكرة(5) المعينة بالمعادلة : 


0 ل ل جع 2 سابوط 3-2 2 د اراد أيه زا )غ5 


وليكن المستوي ۴ المعين بالمعادلة : 
pK + qy + rz r h : 0‏ 3 ( ع لزرع)م 


فهذا المستوي اما ان يكون قاطها للكرة( 5 ) أو مماسا لهسا 
أولايقطعها ,حسيما يكون بعد مركزها عن هذا المستوي امفر أي يسساوي 
او اعظم من نصف قطرها ٠‏ ونعلم أن مقطع كرةبمستو ها هو محيط داشرة؛, 
واذا مر المبتوي من مركز الكرة كانت داكرة التقاطع دائرةعظمسسى 
نصف افطرها يساوي نصف قطر الكرة ومركزها مركز الكرة٠‏ 


ان بعد المركن (ع,0)8,6 عن المستوي م هو ١‏ 


11 






اط زعا د جو دحتم ne lien‏ 


ce = fg  LPG.b,e)| 
Isl VTE 





نکل )٥۳(‏ 
في الشكل (٣ه)‏ رسمنا المستوي م قاطعا للكرة(5) ونلسق 
الدائرة (8) مركز هذه الداشرة هو النقطة ٥١‏ مرتسم 0 على المستوي 
ونصف قطرها معين بالعلاقة : 


r= V 82-8‏ 
ونلاحظ انه في حالة التقاطع يكون CR‏ او 0> 8R‏ آي 
Pq —R’<o0‏ 
آنا في حالة: التماس فان 82 = *8 آي ٠‏ 


[P(a,b, (J2 
PTR م م‎ 


وفي حالة عدم التقاطع يكون ‏ 8<۸ او 0 8-82 آي 5 


1Y 


P(a,b,ce)|? 
ب‎ RQ 


نحسب 


بعد مركزها عن هذا المستوي وليكن 5 ونقارن ع مع نصف قطر الكسرة 
فانا كان8> 5 فالمستوي ببقطع الكرة واذا كان 528 قالجمستوي يصن 
الكرة ,واذا كان!< 5 فالمستوي لا يقطع للكرة. : 


١ )1١(لاثم‎ 


وخلاصة القول ؛ لدراضة وفع كرة بالنئسبة لمستو معلومم 


اثبت إن المستوي : 


0 2 9 - 2 -ح ير + ««اة ع م 


يقطع الكرة , 
S = (x— 4)? + (y— 7) + (2 +1) = 6‏ 
وعيّن نصف قطر ومركز دائرة التقاطع ٠‏ 
الحل . 


نحسب بعد مركز الكرةعن المستوي ۲۶ ء ان مركز الكرة هو 
النقطة (1- ,7 ٥)4,‏ وبعد المركز عن المستوي 


م هو 
5 الس 247ل 
VIFF! aT 0>‏ 5 

وشصف انطر الكرة , 6 R=‏ 


ويما أن 6>8 فالمستوي يقطع الكرة وفق دافرة( ۷ ) ٬نصف‏ 


TA 





١ قطرها‎ 


r= VR“ وي ججهوويه‎ 


وا لتعيين مركن الدارة(/) نوجد نقطة تقاطع العمود النازل 


من 6 على المستوي م٤‏ معادلتا هذ! العمود هما + 


z+1‏ عدن 4ع 


3 1 eî 


ومعادلاتة الوسيطية ؟ 


وجاك ع+7 سير :3 +4-* 


ويالت يض في معادلة المستوي نجد : 
POSES SE‏ 


منه 2ع وبالتا 
و و ل 20 F™l, y=6,‏ 


اي النقطة(1,6,0)'ح هي مركز الداعرة المطلوية. 


مثال (؟) 6١‏ 


إثبت أن المستوي Pzx+2y+22+15=0‏ 
يمس الكرة 2-250 2× ثم عيّن احداثيسسات 
نقطة التماس ٠‏ 


٠ الل‎ 


ا 


ان مركز الكرة( 5) هى (8)0,0,0 * 


TU 


5 115| 


وش سسائلي -ة 


هم - 777 


ولدينا من معادلة الكرة 5 = ۴ اذن المستوي يمس الكرةء 


معادلتاالعمود النازل من © على المست 9 م هما ۽ 


2 
72 


تر ا س 
TO‏ 


ومعادلاته الوسيطية : 


0ع 5( جع +4 + t‏ 


(86.م) - الوقمع النسبي لكرة ومستفيم : 
7 اجا ا س 


إن! كان المستقيم معينا بمعادلاته الوسيطية ٬نعوض‏ zرلو×‏ 
1 5 : دلاو 

من معادلات المستقيم في معادلة الكرة فنحصل على معادلة من الدرجة 
الثانية بالنسبة للوسيط ٠‏ نحسب مميز هذه المعادلة ,فان كان 4<0 


الیم للكرة بنقطتين واذا كان 1-0 فالمستقيم يمس الكرة 


نا 





اما اذا كان 0 فالمستقيم خارج الكرة )ما إذ( كان المستقيم 


معيثا بمعادلتي مستويين متقاطعين فاننا تحل جملة هاتين المعادلتين 


مع معادلة الكبرة فنجد معادلة من الدرجة الثائية بالئسبة لاحسد 


× وعندكذ يكون المستقيم قاطعا أو مماسا أو خارجا 
او سالبا . ويمكن رد 


المتحولات 2,لا: 
عن الكرة حسبما يكون المميز موجبا آو صفر1 
الحالة إلى سابقتها بتحويل معادلتي المستقيم الى الشكلالوسيطي 


هذه 
مشثال(۱) ۰ 
—- 

وخبت أن المستقيم ١‏ 

x= 5+4t , Y = 1-t , 2= 1-+ 
: يمس الكرة‎ 
×+ “لر‎ + z2 7 

شم عن نقطة التماس * 
الحل ١‏ 
س 


)53 402 رس اعد تريس )م‎ g 
18 f 36E -F 18 = 0 
+2+41 =0 


ومنه 1-- غ هواجدر مضاعف للمعادلة وبالتالي المستقيم 


يعس الكرة . ونقطة التماسهي : (1,2,2) ٠‏ 


Y1 





مشال(۴) 2 - 


تيت 
ادرس وفع المستتيم المعين بالمعادلتين ١‏ 
2x—4y~—z2+6=—0‏ 0= 22-12 | ر 2x‏ 
بالنسبة للكرة ١‏ 


2y 42 43 = 0‏ ¬ × 2-2 ا 1 
الحل . 


سے 


من معادلتي المستقيم نحصب × ,ل بدلالة 2 فنجد ي 


3 
6-2 در ام E‏ 


بالتعويض في معادلة الكرة نجد ي 


0 -16 + 2-82 
لها جذر مضاعفا هو 2-4 والمستقيم يمس الكرة »نعوض فسني 
معادلتي المستقيم نجد 3<×, 2ر وبالتالي فان نقطة التمساس 
هي (3,2,4) 
(6.7)- المستويات المماسة للكرة 6 





أولا ١‏ معادلة. المستوي المماس لكرة في نقطة مملومة متها ,۽ 
. لتكن الكرة ( 5 ) معينة بالمعادلة , 
d= 0‏ + 2 +لاوء 2+ 26 +22 + +2 × 


ولتگن ( 2 :ن لد ن×) ر۲ نقطة معلومة من هذه الكرة ولتوجبد 


YY 





مفادلة: المستوي المماس ۶ لهذه الكرة عند النقطةر ١‏ شكل (٤ه)٠‏ 
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١ 


وين س ارايت ن یا 


شكل (4ه) 


لناخل النقطة ( < رر,و×)متحولة في المستوي الممساس ٠‏ 


ففي جميع آوضاع النقطة ١‏ يكون ١‏ 


MM =0 


ج چ 
.CM‏ 
6 0 


حيث SO)‏ مركز الكرةءفاذا كتبنا العبارة 


التحليلية لهذه المعادلة تجد : 


(F3). (x, + ej) + (yy (¥, > eq) + (2—z,).(2, + ej) =0. 


XX + YoY F 22 + Cx + cy + و س رل س يكز س 2و‎ — CY — CZ, = 0 )6.7.1( 


YF 





وبما آن نقطة التماس ( ن2 ى ۷ء ن×) رل تنتمي الى الكرة(5 ) 
فان + 


Xo? + يد ل ولا‎ + 2x, + 2 ملاى‎ + 2 o2 +d =0 6.7.2) 


بجمع (6.7.1) مع (6.7.2 ) تجد ب 


o F Yol F 2o2 + o, (x F Xe F a YF Yo) + ¢ (2 + z,) +Û 0 روجع‎ 


ونرى بسهولة انه للحصول على معادلة: المستوي المماس للكرة 
عتد النقطة 7م ¥0 Mo (*g‏ نستبدل في معادلة الكرة كلل 





23 2 2 4 
× ب ×× وكل كير ب پډ ر وکل 2ب وکل »ت 2 وکل ل 
و علد :وکل 2 ب عك فتحصل على معادالبة 
المستوي المماس ٠‏ 
سنال + 


س 


اكتب معادلة المستوي المماس للكرة » 


2 + 22 4× 2 22-3 0 


في النقطة )1,2,0( My‏ 


اتحل ةد 


ان النقطة ‏ 0 ى"ا تحقق احد اثياتها معادلة الكرةءفمعادلة 


المستوي المماس عندهًا هي : 5 . 
x+ 2y—2(x+1)—(y + 2)—z24+3=0‏ 


x—~y+z+1l =0 





كانيا : معادلة المستوي المماس لكرة والمار من مستقيم معلوم + 


لبكن 0 مستقيما في الفراغ معينا بالمعادلتين 6 


px + qy + r,2 +h, =0 Pq = pj x + qay + raz + hy = 0‏ كت رط 


ولتكن (5) كرة معادلتها : ' 


0 عد لل ينيع 2 لد ويج 2 + e>‏ 2 لج ليو سه در ج 2 = S‏ 


إن الشرط اللازم والكافي ليكون الصتوي ۴ مارا مسسسسن 89 

:ومماصا للكرة (5) هو + 

إن يكون المستوي ° 
من الشكل 6 


احد مستويات حزمة المستقيم 0 ومعسادلته 


hı + hj =0‏ نيك له يع لل بز قرو + رو) + ع (قوم لد (Pı‏ 


۲ إن يكون بعد مركن الكرة (وع-ووع- ورع-)0 عن المستسوي 


مساويا لنصف قطر الكرة(5 ) آي ٠‏ 


[eı (Py + P2) — ey (Q, + رجيو‎ 


<a (fr F E2) + hı + hy} 
CP F Pa 2)" F (qı زر .و ل‎ = 


(rı + r۸)2 


)674 س ر له ثيه اج قرو د 


أبفك الاقواس نحصل على معادلة. من الدرجة الثانية في الوسيطم 


فاذ؛ كان المميز موجيا كان للمعادلة. جدران حقیقیسسان ۸ فر ۸ 


وبالتالي هناك مستويان يمسان الكرة ويمران بالمستقيم 0 وان كان 


للمعادلة جذر مضاعف اي هناك مستى واحد بي 





المميز صفرآ كان 


Yo 


3 : 8 / بالاصلاح مجد .»+ 
الكرة »ما اذا كان المميز سالبا فلا جذور للمعادلة وبالتالي لا 


يوجد مستو يمر من 0 ويمس الكرة. ففي الحالة الاولى يكون 0 لحارج 


الكرة وفي الحالة الشانية يكون 0 مماسا للكرة وفي الحالةالشالشة, 


22-۸-10 


لها جذران 2 


1 
7 


يكو نالمستقيم 0 قاطعا للكرة في نقطتين مختلفتين ٠‏ 


, 31 


مشثال » 


E EEE 


اوجد معادلة مستو يمر بالمستقيم , اذن هناك مستويان يحققان المطلوب هما ١‏ 


2ے 2ا چ 0- 2+228 . ; 0= 2x—y—22+-2‏ 
ويمس الكرة (6.8)- طول المماس المرسوم من نقطةمعلومة لكرة : 
ا س 
+2y+4z -3 =0‏ 22-2 + برجن 
لتكن الكرة (5) المعينة بالمعادلة : 
الحل ١‏ کح 
S*(ky,2) = x? + y2 + 2 + 2x + 2 cy + 2C2 4+ d = 0 (6.8.1)‏ 


نکتب معادلتي المستقيم في مورة تقاطع مستويين ٠‏ 
ولتكن (ى 2 وولاوى*) نقطة خارجة عن الكرة5 /ولتكسسسن ١‏ 


نقطة تماس المستقيم المماس المرسوم من 6 للكرة(5) ولتحسب 


طول المماس 7 ء ان مركز الكرة هو النقطة C-e, C2, ~Cg)‏ 


x—y—2=0 ; x—22+4=0 


معادلة:آي مستو يمر بالمستقيم هي , 


4)x—y —222--2 421 =0 0)‏ + 1( ونصف قطرها التي ل R= Ve Fe‏ 
37 
چ 
مركز الكرة هو (2-,1-,2)1 ونصف قطرها 8-3 والمستوي 
7 
(1 ) يمس هذه الكرة عندما ٠+‏ 8 
و 1ن 4 +1242-2+ 3 - 1)] 
427 د 1 + (I -F A)‏ 
نک رمه 
YY‏ 


۳ے 





ان المثلثت 10م قائم الزاوية عند ١‏ عندكذ يكون 6 


= (xg F c1 )® + (yo + cq) + (2, + cy)? — 
(e + ej + ej — d) 


PF = x2 4 yy 1 2,2 F 2Cj + 2Y, + 22, + d 
(6.8.2) 
= 8° (¥. ( 


آي للحمول على طول المماس المرسوم من نقطة معلومة خارج 
كرة نعوض احداثيات هذه النقطة في معادلة الكرة( 6.8.1 ) 
فالقيمة العددية (ى2دولادى* )*5 هي مريع طول وه سبذا 


المماس المرسوم من هذه النقطة للكرةء 


YA 





(6.9) - انوة نقطة بالنسبة لكرة 6 
لك 


بفرض ( 5 ) كرة معادلتها ؟. 


SOx, 2) = x2 4ya 4z? 4 2e + 2 qy + 2ejz 4 d = 0 69. 


( م2 وولو ن×) 1 شقطة معلومة ,لتنشىءمن 1 مستقيما 


ولتكن 
يقطع الكرة في النقطتين | 20! ولنفرض آن( ۷ ر 8 ر )9) هسي 
,قاذا كانت (<,ر,»×) "۷ نقطة 


جيوب تمام توجيه هذا المستقيم 


تحولة من المستقيم 0 فان معادلاته الوسيطية : 


6 ل ولاح رز ل 6ه و جه 


e 





)٥٩( شكر‎ 


Y1 


ففي جميع أوضاع 4م على المحور0 | الموجه باتجاه ن يكون. 


چ و 
Mu = teu‏ 





فالوسيط 6 يمثل القياس الجبري للقطعة المستقييمة 71 * 
لايجاد قيدتي ع الموافقتين لنقطتي تقاطع المحور 1,0 يح 
الكرة» نعوض احدائيات )ا من المعادلات النوسيطية في معادلة الكرة 


فنجد * 
Bea + yet + S* (oraz) = 0‏ + رمه لد (axo + By, + Y2‏ 2 + 
هذه المعادلة هي من الدرجة الثانية في الوسيطغ ,جذراهساسا 


را ,را يوافقان تقطتي‌التقاطع 1رر" آي با - ,ريز * ل - رز ۰ 
جداء جذري هذه المعادلة هو ٠‏ 


tı ` = ا ا‎ = S* (yaz) 


من هذه العلاقة بين الجذرين نلاحظ ان الجداء الجبري للقطعتين 


1 


بمنحى المستقيم المرسوم من ٠ Me‏ وهذا الجداء يساوي للمقسدار 


نكي لاا يتعلق ب( ررم آي أن هذا الجداء لا يتعلسسق 
النشا بتزى 2 وى لارى*) *5 المتعلق بوفع النقطة 4 فقط ٠‏ فهذا الجدا” 


الشابت يسمى بالتعريف قوة النقطة .8 ! بالنسية للكرة (5). 


فقوة النقطة 1 بالنسبة للكرة ( 5) هي القيمة العددية 


۴ 


ا 





للطرف الايسر من معادلة الكرة عندما تكون آمشثال الحدود المريعة 


في هذه المعادلة تساوي الواحدك ٠:‏ 


ونلاحظط ان نوة النقطة ل الخارجة عن الكرة هي كمية موجبة 
ا في جهة واحدة. بالنسبة الى النقطة ر وفي هذه الحالة 
:يوجد لقوة النقطة مفهوم هندسي وتساوي مربع طول الممساس المنشا 
من النقطة ر۲ للكرة حسب الفقرة[6.8) . اما اذا وقعت النقط سق" 
داخل الكرة فان | !ار ر تكونان في‌جهتين مختلفتين بالنسبة له 
وبالتالي الجدا* ٠571260‏ إثاى! أي هوا ١‏ تكون سالبة في 
هذه الحالة. واذ! وقعت | على سطع الكرة تصبح القوة صفسرا لان 
احداثيات تحقق معادلة الكرةء 


من هذه الدراسة لقوة نقطة بالنسبة الى كرة يمكئنا أن تعلسم 
وضع نقطة ما بالنسبة الى كرة٠‏ 
واذ! كانت معادلة الكرة بالشكل النموذجي ١٠‏ 
S* (x.y, 2) = (x— a)? + (y—b)? + (z—c)2— 2-6‏ 
فان قوة النقطة Mo <» Y0‏ بالنسية لهذه الكرة هي , 


S* (x Yo, 3) = (xo ~a)? + (ya —b)* + (2, cC) R2 
يتشد‎ 
٠ نمف قطر الكرة‎ ۴ ,٥ حيث” ل .بعد النقطة  !! عن المركز‎ 
وواقح من العلاقة  202-82(ى2,رلار.“)*5 إن هذه القلوة‎ 


تكون موجبة‌عندما تقع 1 خارج الكرة اي لما 2۴ل ء 


YA! 








وتكون سالبة عندما تقع ىااداخل الكرة آي لما ۴۸>ن ,وتكون 
مساوية للصفر مندما 1 تقع على سطح الكرة اي لما ١۴ل ٠‏ 
وبحالةخاصة عندما تقع لإ في مركز الكرة يكون 0-0 وبالتالي 
فان قوتها تصبح 6 
تو زء.ة,5*)8 


مثال ؟ 


احسب قوة الشقطة(1,2,1)ن! بالنسبة للكرة + 
3x 2y F62 4 =0‏ ¥ ته تررس تور حارج زب ع) *8 


ثم عيّن وفع السقطة بالنسبة لهذه الكرة. 


الحل ؛؟ 
S*(1.2.1)= 16‏ 
بما أن القوة موجبة فالنقطة م" تقع خارج الكرة وطول الممساس 


المرسوم مئها لبذه الكرة هو 4 لكان حيث[ نقطة التماس ٠‏ 


(6.10) - المستوي الاساسي لكرتين معلومتين 6 


ا ت 
.هو المحل الهندسي لمجموعة نقاط الفراغ المتساوية القسوى 
لایجاد معادلة هذا المستوي ,نفرض أن النقضة (2,رلر,۴)x‏ 


متساوية القوى بالنسبة للكرتين : 


TAY 





8°, = x» 4 2ر‎ 2? — 2 a,x — 2 by — 2 e2 + d >0 (6.10.1) 
EP a a مدر ويه‎ (6.10.2) 
.١ عندكذ يكون‎ 


Sr (x,Y,2)=S* )» رن‎ 


أو ؟ 


S$" (x,y, 2)—S* (x,y, 2) =0 


بالتعؤيض من[ 6.10.2(,)6.10.1) نجد .* 


a8a + (baby + (ego Jz + dd =0 (6.103) 


هذه المعادلة هي معادلة. المستوي الاساسي ,وتلاحظ آن امشسال 
توجيه منحى ناظم هذا المستوي هي آمشال توجيه منحن خط المركزين 
و0 ر0وبالتالي فان المستوي الاساسي زكرتين معلومين:هو مستلوق 
يعامد خط المركزين ٠‏ 

ونلاحظ ان المستوي الاساسي لكرتين يتعين حتى ول كانت احسدى 
الكرتين عقدية او كليهما ءولا يتعين هدا المستوي مندما يكسسون 
للكرتين نفس المركن ٠‏ 


١ مثال‎ 


— 


آوجد معادلة المستوي الاساسي للكرتين : 


TAY 


2-0 سج4 لاير2 ع2 ب توه نم جك رعو 


0= 4— ب 
Syst y +2 + 4x—y F32‏ 
بطرح المعادلتين طرفا من طرف تنجد ؟ 
S'S = —2x—y +72420‏ 


ل ف معادلة المستوي الاساسي ٠‏ 

((6.11) المحور الاساسي لثلاث كرات : 

ل 
بفرض 59,525 ثلاث كرات ,لا تقع مراكزها على استقامة واحسسدة. 

ولنفرض آنم ۲ هو المستوي الاساسي للكرتين ر5,ر5و .ر0المستوي 
الاساسي للكرتين ر5,و5 فالمستويان رر۴رور۴ متقاطصان حتمسسسسا 
بخصل مشترك كل نقطة منه متساوية القوى بالنسبة للكرات الثلاثسة, 
هذا الفصل المشترك يدعى بالمحور الاساسي للكرات الثلاثة وهو المحل 
الهندسي للشقاط المتساوية القوى بالنسبة للكرات الثلاثة وهو مستقيم 
يعامد المستوي المعين بهراكن الكرات الثلاثة ٠‏ 

(6-12)- المركز الاساسي لاربع _كرات ؛ 





بفرض پ5 , و5 ,ر5 ,5 اربع کرات لا تقع مراكزها في مستو 
واحد فان المستويات الاساسية لهذه الكرات الاريعة ,ماخؤذة مشثنبسى 
مثنئ «تتقاطع بنقطة واحدة 8 تكون متساوية القوى بالنسبة ليذه 


الكرات الاربعة ,فؤذه النقطة تسمى بالمركز الاساسي للكرات الاربعة٠‏ 


>34 





(6.15)- تقاطع وتماس كرتين ١‏ 
ا تد 


اذا كان الكرتان | 5:ج5 متقاطعتين فان كل نقطة من داكسسرةٌ 


التقاطع تحقق جملة معادلتيهما :. 
(x,y, z2) =0 )6.13.1(‏ ال في ند 
وتحةاق بنفس الوقت الجملة المكافكة للجملة6.13.2)وهي : 


S* (x,Y,2)=0 


(6.13.2 
8S" (x,Yy.2)—S* (x,y,z) =0‏ 
ولما كانت المعادلة الثانية 0 ر*5 -5 تمثل معادلنة 


المستوي الاساسي للكرتين المفروضتين فان النقاط المشتركة بيسن 
كرشن هن النقاط المشتركة بين احدى الكرتين والمستوي الاساسي 
ليما ,لذلك يمكن ان ثقول : ان المستوي الاساسي لكرتين متقاطمتين 
هو مستوي د ائرة التقاطع .ومن جهة أخرى ان كل نقطة من داشرةالتقاطع 
معدومة القوة بالنسبة للكرتين وهذه النقاط تنتمي الى المستلسوي 
الاساسي وهو مستوي داكرة التقاطع ٠.‏ 

آما المستوي الاساسي لكرتينٍ متماستين فهو المستوي الممساس 
المشترك لهاتين.الكرتين في نقطة التماس ء آما اذا لم تشتسسرك 
الكرتان بأي نقطة فمستويهما الاساسي لا يقطع اية كرة مشهماء لذلسك: 


لتعيين وفع كرتين بالئسية إلن بعضهما يكفي تعيين وفع احداهملا 


TAs 


بالنسبة للمستوي الاساسي : 


P = 5*8*0 


0ع املس تلوس 2م كت S*‏ 


0 د 2 لج شير ثم كت ك5 


| 


معادلة المستوي الاساسي هي ١‏ 
21-0 لابرد 


بعد مركز الاولى (0,0,0) عن هذا المستوي هو : 


1 3 
ج ¢ 
ذه 


ونصف قطر الكرة الاولى هو 1= ۴ ويما أن 48 5 اذبن المستوي 
الاساسي يقطع هذه الكرة وبالتالي الكرتان متقاطعسان ٠‏ 


١: )١(لاثم‎ 





عبن الوغع النسبي للكرتين : 


اال نل اين 


Sp 2 yt L2 ع4 ع4‎ 6 =0 


TAT 





معادلة المستوي الاساسي هي ۾ 


XxX+z—2 -0 


بعد مركز الاولى (0,0,0) عن هذا المستوي هو 6 


شش 2- | 
12 2 


a د‎ 





< 


ونصف قطر الكرة الاولى هو 7 - ۴ وبما آن 5-8 فالكرتان 
متماستان ٠‏ 


(6.(4)- تعامد كرتين ١‏ 


سس ممست 

تتعامد كرتان متقاطعتان آلا تعامد المستويان المماسان لهما 
في كل نقطة من نقاط التقاطع 2 أو اذ؛ تعامد القطران الماران في 
كل نقطة من نقاط التقاطع . وتكون أقطار احدى الكرتين مماسسة 
لثثانية في نقاط التقاطع . وبالتالي تكون قوة مركز الكسرة ر5 
بالئسبة الى الكرة 52 مساوية إلى مربع نصف قطرها وبالفكسسس 


فاذا كانت معادلتا هاتين الكرثين : 


S٩, = X= ر‎ + 2 28» 2 by رل + مرك 2 ع‎ > 0 
y 1 1 1 


0 جد يل أ يع 2 س- بررط 2 سس × وچ 2 — 2 ب ر س 1ں ت $٩‏ 


فان قوة المركن ‏ (رء ورطرية) 6 بالنسبة للكرة ر5هي ؛ 


TAY 





)٥۷( شکل‎ 


. قرط + تيع ع (يء , رط رية ) ر*8‎ + €? — 2 aqa, — 2bb, — 2 eqe, + dy 


= Rj = a? + by + cj? — dı 


a, a + b, by + cC, e, = (6.14.1) 





وهو شرط تعامد کرتین ۰ 
حيث رعو رطدرة) )6 (وعدوطوج2)8؟ مرگزا الكرنين و ررك 


الحدان الثكابتان في معصادلتيهما ٠‏ 


الحل ؟ 


جنا 
أثبت أن الكرتين + 

40 سا2 ب توه Sar ty‏ 

2-0 2 جو ع ?42 SSH‏ 


A4 





مركز الاولى (2,0,0-) ر٥‏ ومركن الثاتية (1-:2)1:1) 


ماح يك , 22 يك 

ar a, + by by + Cc = — 1 

dy + da 
2 


فشرط التعامد محقق والكرتان متعامدتان ٠‏ 


مشال(۲) ۰ 


— 


عيّن الوسيط ۸ كي تتعامد الكرتان + 


S8" =x + y2 + 22x +2 Ay + 0ع 1ج‎ 


S*; = 2 + y+ 2x + + 423 = 0 


س d=‏ , ونس وك 
شرط التعامد + 
2 
Rg 2‏ 
منة »* 3-- 2 
544 


(6.15)- حزمة الكرات : 


س 


لتكن الكرتان ر5 و5 المعينتان بالمعادلتين , 


S(x,y, 2) & x" + y? + 22 2 ax 2 by — 20 fd, Û 


اک رل + Cz‏ 2 س لرط 2 س »رھ 2 2 ٠‏ ر + × = (2 ,ل S*)x‏ 


وجدنا في الفقرة ( 0 .6 ) أن المستوي الاساسي لهاتين الكرتين 


معين بالمعادلة ؟ 


P= 8° 0و‎ 


تعرف حزمة الكرات المعينة الكرتين ر5ءر5 مجموعة الكرات 
التي لها مع احدى هاتين الكرتين نفس المستوي الاساسي ۶ ٠‏ وينتسج 
من هذا التعريف ۾ 
و المستوي الاساسي لاي كرتين من الحزمة هو المستوي ٠۶‏ 
؟ ان جميع مراكز كرات الحزمة تقع على المستقيم المار بمركسزي 


الكرتين ر5 و 52 ٠‏ 


+ اذا كانت الكرتان 52:50 متقاطعتين بالدائرة ( )) فسان 


1 
جميع كرات الحزمة تتقاطع يهذه الدائكرة. وبالعكس فان كل كسرة 
تمر بالدائرة ( ©) تكون احدى كرات هذه الحزمة. اذن في هذه 

الحالة: تتعين حزمة الكرات بداشرة التقاطع ( 6) ٠‏ : 
يمكننا أن نرى بسهولة أن معادلة آي كرة من هذه الحزمة تكون 


من الشكل , 





S(A) =8 +18, =0 (6.15.1) 


حيث ۸ وسيط سلمي ([ × ) 


فعندما 0 = ١‏ نحص على معادلة الكر ة5 ومن أجل د نحصل 
1 


على معادلة 5 


2 


ويمكن كتابة معادلة حزمة الكرات على الشكل ١‏ 


(6.15.2) م مس + ,5 د زير) 5 
حيث م الطرف الاول من معادلة المستوي الاساسي للكرتيسن 
S257‏ ونلاحظ من المعادلة(6.15.2)إن كرة ومستويا يعيئنان حزمة 
کرات ۰ 
مشال (۱): 





اكتب معادلة: حزمة الكرات المعينة بالمعادلتين ١‏ 


0 6 2 22 3 4 2ر3 + 352 = ,$ 


S2 + 2 — 0‏ ع اقم ب ترج 3م در 


الحل : 


حسل6.15.1) فان معادلة الحزمة هي ١‏ 


1(2 + 3) ررر 3 + 2(2 + 3= 500 


(2+ 2)x— 6y — 5S2 4 24 0 


1 


او تكتب بالشكل المكافى* حسب المعادلة( 6.15.2) 


لنوجد معادلة. المستوي الاساسي للكرتين ؛ 


0 22 ل ات +2 + ?ر + ?× 5= °$ — ,*8 = P‏ 


x 2y + 52—2 =0‏ 4 تة 


أو ؟ 
Ps x +6y— 152+6 +0‏ 


ومنه معادلة. الحزمة تكون , 


8)) = 3 + 3y 322 2 Gy + يرع + »)م‎ 15z + 6) 0د‎ 


١ مشال(؟)‎ 


لدينا في المستوي بروير الداكرة ‏ ح مركزها (0,2,0 )إلا 
ونصف قطرها 2 »ولدينا كرة( 5 ) مركزها ( 0,0,2 ) .# وتصلمسف 
قطرها 2 !ءوالمطلوب , 
(١‏ اوجد معادلة كرة ر5 تمر من © وتعامد الكرة( 5 ) ٠‏ 
؟ اوجد معادلة كرة ر5 تمر من 6 وتمس ( 5 ) * 


١ الحمل‎ 


ا اتح الد اغرة (ع) داشرة عظمى في كرة مركزها )0,2,0( ,« 


ونصف قطرها 2 = ۴ فمعادلة هذه الكرة هي . 


×2 + (y-2 2 4 


ا 





ومعادلتا الداكرة باعتبارها تقاطع المستوي 2-0 مع الكرة 


السابقة هما ۽ 


z2 — 4y =0‏ رتم 
026 
0 ج22 


معادلة. حزمة الكرات المارة من الداكرة(© ) هي : 


S (u) = x? + y+ دعم لزوسه‎ 0 


مركز كرة من هذه الحزمة هو النقطة( كج , 02 ) ٠‏ والحسد 
الكابت ‏ 20ر0ء 


١ معادلة: الكرة( 5 ) هي‎ 
$* = x? + y2 + (2-2) =2 
S* =? + y+ 2? — 42+2 =0 


مركزها (0,0,2)س والحد الشابت 2 < 0 ٠‏ 


شرط التعامد بين كرة من الحزمة والكرة( 5 ) هق : 


- 42ذ -م-ه +0 
منه ؟ اک جم 

مع و وج 2 ب تبرع (1-)5 
آذن : PF FE a)‏ 


هي معادلة الكرةالمطلوية ر5 ء 


4 


 )6.1 '‏ المستوي القطبي لنقطة بالنسبة . 
إ۴ لايجاد معادلة الكرة( ر5 ) التي تمر من ( ٥‏ ) وتمس الكرة 5 9 EE‏ ج التو القع ل ا لل 
٤‏ 2 

إنكتب شرط تماس المستوي الاساسي للكرتين ()5, 5 مع الكسمسرة لتكن (5) كرة معادلتها + 
والمستوي الاساسي لهاتين الكرتين هو : ْ 


x+ جر‎ 22 2ax + 2by + 2cz2 + d =0 (1) P= S()—S* =0 


PsP 24y} px ayn? k4 — 2= 


2-0 سج ( 4 لام ) رسع ولتكن ('2,'لاو'×) 0 نقنطة خارج: الكرةءفمن هذه النقطة يمكننا 


,أن نرسم عدد!. لا شهائكيا من المستقيمات المماسة للكرة ونقط تتلتماس 
شرط تماس " مع ( 5) هى + . : 
هذه المستقيمات مع الكرةتشكل محيط داكرة مستويها يسمى المستوي 
P (0,0,2)‏ 


چ 
IN|‏ 





<>VT‏ القطبي للنقطة Q0‏ بالنسبة الى الكرة ,كما نسمي النقطة ؟ تطسب 
المستوي بالنسبة للكرة٠‏ 
27ر4 حي 2) 1 
5 7 + بر) + 16 1 
ولنوجد .الان معادلة. المستوي القطبي للنقطة 0 بالنمبة للكرة 
وننغرض ان إحد .المستقيمات العرسؤمة من Q‏ يمس الكسسرة (5) 
(u? + 8p + 16) + 32‏ 2 = ?)6 + 2 
+ )16+ + ا هند .التقطة ( 2ء لد [×) فحسب العلاقة (6.7.1) تكون معادلسة 
- 28 اير 8 + كير 
E‏ ,المستوي المنماس للكرة منذ .النقطة ۶ هي + 


YY 227+2 (xx )+b (yy, )+c (2+2; ) +d=0 (2) للمعادلةجذران هما ۽‎ 


= —2 FIT 


اي 2-3 اعد نيم وبما آن هذاء المستوي يمن فن 0 عندئف نجد :؟ 


اذن هناك كرتان تحققان المطلوب معادلتاهما ۽ 


XX Y2 ta (xx J+b (yy, )+e(2 ‘+z, جز‎ = 0 (3) 


iy + 24y + (23/77) 2 0‏ 
والان لنعمتبر المستوي الذي معادلته 6 


Xx '+yy '+2z'+a (x+x' J+b(y+y' )+c(z+2' ) +d=0 (4) 


Te ۹4 





حیت ( 2ولاز*) نقطة متحو لة من هذ]: المستوي ٠‏ 


1ا عوضنا (2ولاد×) ب )27ء (x1‏ إحداثيات التقطسةم 


تحصل على المعادلة. ( 3 ) المحققة ءاي أن المعادلة( 4 ) معادلا 


مستوي يمر من ء وبنفس المشاقشة يمكن ان شبرفن أن المعادلة( 4) 
تمخثل معادلة مستو يمر من جميح نقاط التماين ( ) وهي نقاط تمسناس 
المستاقيمات المرسومة من 0 للكرة ولذلك يمكن آن نعتبر ان المعادلة 


(4) هي معادلة المستوي القطبي. للنقطة 0 بالنسبة للكرة(5 )+ 


ونلاحظ أن معادلة. المستوي القطيي ( 4) لها نفس شكل معادلنة 
المستوي المماس ( 2) الا. انه في حالة المستوي القطبي لا يشتنوط 


إن تكون النقطة © واقعة على سطم الكرة ءواذا مر المستوي القطتي'؛ 


(4 ) بالنقطة "زى,"لزى"“)8 عندكذ يكون ١‏ 


x x+y 'y+z'z"+a (x'+x")+b(y'+y")+c(z'+2")+d =0 


ونلاحظ ان هذه الئتيجة نحصل عليها تماما ا1۵ عتبرنا المستوي 
القطبي للنقطة ۸ واشترطنا عليه ان يمر بالنقطة ٠0‏ ونقطتسان 
فكل 0 “> 8 بحيث آن المستوي القطبي لاحداها بالنسبة لكسسسسرة 
معلومة يمر بالنقطة الاخرى تسميان بالتقطتين المترافقتين بالنسبة 
الى كرةء 


1۹1 


تماريدن(1) 


ا- ا عن مركر ونعف قار الكرة : 
6110 2 2 ينا 
بد آوجد معادلة كرة تمر بالنقاط (1,0,0) ,(0,0,1(,)0,1,0) 
ويكون نصف قطرها امغر ما يمكن ۰ 
+ عيّن نصف قطر ومركز الدااشرة المعينة بالمعادلتين » 
2x “2y 72-4 0‏ . 0ء 26×5 رج 
+ ا اكتب معادلة. كرة مركزها النقطة (0)3,4,1 وتمس المحور 02 
يت اكتب معادلة كرة مركزها النقطة السابقة وتمس المستوي ؛ 
60 42 + 72- بوإم+كا6 
ع آل اكتب معادلة الكرة تمر بالنقطة (8)0,3,1 وتقطع المستوىي 
وفق دائرة معادلتاها 0= Zz‏ ,9 2ر بكر 
عت إكتب معادلة كرة تمر بالنقطة (3,1-,7 )8 وتمر بالدائسرة 


المعينة بالمعادلتين : 
0 وج و4 10 رو رم HPH‏ 
م اكتب معادلة كرة تمر بمحيطي الدائرتين ١‏ 


2 دلا , 25 ست ثم 


و 16 ع تج جاتير 








1 إكتب معادلة كرة تمر ياكدائرة : 


x + y4 27 — 4 0 , 2-0 


وتمس الكرة + . 
(y—1)2 +2? —42—0‏ + 


ب 1 اوجد معادلة كرة تكون احدى دواثرها العظمى ذاشرة تقاطلع 


222 


الكرة ؟ 25 2+“ ر+“× مع المستوي 2x-2y+z -9 =0 ١‏ 


35 اوجد معادلة كرة تمن بالناشرة السايقة وتعامد الكرة ؛ 


5-0 2 2 2 ل 2ے ل د > 


به اوجد نصف قطر ومركز د ائرة تقاطع الكرتين ؟ 





IOy— 4z |50‏ عرق تج ا تلم 


F 10y : 62+5 — 0‏ 2 224 م ار بتر 


ثم اكتب معادلة الكرة التي تكون فيها هذه الدائرة ادى 


دواثرها العظمى ٠‏ 


4 اوجد نصف قطر ومركن داشرة تقاطع الكرزة . 25 ع 22 بكر بكر 
مع المستوي, 0 = 9- 22+ن2+» اوجد معادلتي المسقط 


القاعم لهذه الداغرة على المستوي بروبر وآحسب مساحته ٠‏ 


١ اوجد معادلتي كرتين تمر كل منهما بالداشرة‎ ٠۰ 


۲۹4 





tet RDEE 





4-0 بيع + ربع , 0جبر2 ع2 +2 PHP‏ 
ويقطعها المستوي 0 - ديا وفق داشرة نصفا قطرها ‏ 3 ٠‏ 
و 1 اشبت أن المستقيم + 


:1 جة - لاع 0ع 4- ج2+ رجي 


يمس إالكرة : 


×+ -6x +2y -4z + 5 = 0 


ٹم مين احداثيات نقطة التماس ۶ ء 
ب اوجد معادلتي كرتين تمسان الكرة السابقة عند النقطلةم 
وتمسان المضتوي ۷07 ٠‏ 
+ اوجد معادلة كرة تمسالمستوي : 0 = 2+ 2- ,2+ ×[ عند 


النقطة(2,1-,1) وتقطع على التعاهد الكرة ؛ 


x? + y? + z2? — 4x 4. 6y + 4 =0 


+1 اشبت أن الكرتين 6 


x + y+ z22 + 2x {4y — 22-3 0 


x? Fy? + 2? — 4X 42y +22 +1 =0 


تتقاطعان على التعامد ,و]اذا كان المستوي الاساسي لهما يقلع 


خط المركرين ر] |0 عند .النقطة ۴ ءفآثبت أن 2-4 
3 
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٤‏ اوجد .المحل الهشدسي لمركز الكرة المارة بالنقطتين الثابتحين! 
(مرطر8 )8 و (-8,'ط8':6) 8 والمتعامدة. مع الكسرة 
282-060 ب ةبتع 
.هل اشبت ان الكرتين ٠. ١‏ 
4z] 0‏ 2 له y2 4 22 6x‏ + قير 


+y 22x 2y +22 =0 


تتماسان داخلا ثم منّن نقطة التماس وأكتب معادلة المستسسوي 
المعماس المشترك لهما عند هذه التقطة٠‏ 
- اثشبت أن الدائرتين 6 
وداش ج6 نود 0ع تسوه +3 ع2 2 ل ركم 
xX+2y—7z2=0‏ , 6-0 جك + بر 4ر3 -2ي ل تر تر 
تقعان على كرة واحدة. ,ثم أوجد معادلة هذه الكرةء 


ب اوجد معادلتي كرتين تمر كل منهما بالدائرة ۽ 
772-10-0 سبور3 +22 , 324+120 راع 4 تج ب تتم 


وتمس المصتوي : 221-60 ب+يرة2-» * 


۸ أاوجد معادلتي المستويين المماسين للكرة ١‏ 
Fy? + 2? —2x + 4y — 624+10 = 0‏ 
اللذين يمران بالمستقيم + 


e. 








4- اوجد معصادلتي مستويين يعران بالمستقيم ۽ 


yJ+z+1=0 , 2x—4y+5z+J3ك—0‎ 


وكل منهما يقطع الكرة ١‏ 


xX Fy? F2? —4« + 2y -—20 = 0 


وفق داكرة نصف قطرها ‏ 4 ٠‏ 
5 أوجد معادلتي المحور الاساسي للكرات ؟ 
4-0 سج بد x+y? +22 +x + 2y‏ 4-20 سج ل برس عر د تمه لتر 


x+y 42| =0 


ثم عيّن نقطة من المحور الاساسي بحيث تكون أطوال المماسسسات 
المرسومة منها للكرات الثلاثة تساوي اطوال المماسات المرسومة 
منها للكرة ۽ . 


C2 +y1 + 2—x—y + 22—4 =0 





1 اكتب معادلة كرة تمس المستقيم ؟ x1 y+4 z2‏ 


في النقطة (4.6-,8)1 وتمس المستقيم + 
سدع 3 x—4‏ 





2 1 --6 


٠ 8 )4,-3,2(  ةطقشلا في‎ 


+ بفرض ] داشرة تمر يالنقاط C(0,0,a), B (0,a,0) ,A(a,0,0)‏ 
اكتب معادلة كرة تمر برو*وس رباعي الوجوة 0880 ثم اوجېڊ 


المحل الهندسي لل اثرة عندما يتحول 8 ٠‏ 


٣‏ اويد معادلة كرةمركزها (6,1,3-) ونصف قطرها ١‏ وأوجد 
مساحة الداكرة الناتجة من تقاطع المستوي 0 = 5+ 27 + لإ- × 
مع الكرة المطلوبة ,ثم اوجد معادلة المستوي الفتفنسسسسانس 


ومعادلتي المستقيم الناظم للكرة عند النقطة (2,1,3-) ٠‏ 


عب اوجد معادلتي مستويين يوازيان المستوي 0 = 7+ 3×-2y‏ 
ويمسان الكرة -2x -4y +22-8 = 0 ١>‏ 22 جر x4‏ 


شم مين إحداإثيات نقطتي التماس ٠‏ 





سوط سام ETA‏ 


إفسلالتايع 


اسطوع التي يولرها منص نايع لوسبط 


١ تمهيد‎ 





ليكن المنحني( 7 )0تاعن للوسيط ( معادلتاه : 


f(x,¥Y,2,۸)=0 
e | G.LD 


E(x Y,2,1)=0 





فعندما يآخذ الوسيط القيم 20,.... ,0,2 تحمل على مجموعة 
من المنحنيات ٥‏ ,..۰ ,ر٩١‏ ° .فالا كائت النقطة 1 نقطة مزالمنحني 
)^( معينة بتفاملتها المنحنية ولان حيث1 مبدا الدمسنول 
المنحئية فواضم آن النقطة]17 تتعين في الفراغ بواسطة وسيطين 
الاول ^ الذي يعين المنحني الذي تنتمي اليه والثائي الوسيسط5 
الذي يعين وفعها على هذ! المتحئي .وبما أن وفع النقطة !1 في 
الغراغ قد تعين تمامابوسيطين 5 الءفانها تقع على سطسسح(5) 
معادلاته الوسيطية ١‏ ` 


000 (2)2.3 > 2 , (2.5)لا ع ز,(3.5) ع« دعم 


ا وللحمول على معادلة هذا السطح بالشكل الديكارتي نحنذف 
الوسيطين ۸,5 من المعادلات (7:1.2) أو تحذف الوسيط 7 ميض 
المعادلتين( 7.1.1 ) لنحص على المعادلة 0 - (2.لز.) هيا 
معادلة. السطم المطلوب ٠‏ 


لتكن (2)2 مجموعة من المستقيمات معيئة بالمعادلتين 6 


مع اسدبرجة--ع 


2x—2 y2 =0‏ 
نعندما تاخذ 2١‏ قيما مختلفة نحصل على مجموعة من المستقيمات 
تمسح سطحا (5) نحصل على معادلته بحذف 2 بين المعادلتي سن 
السابقتين »فالا حسبنا 2 من المعادلنة الاولى وعوضناها في الثائية 


نجد .* 2 
2-3-1-0 


وهي معادلة مجسم انطع زاشد ذي فرع واحد ٠‏ 


مثال (؟) ١‏ 





بفرض نقطة في الفراغ معينة بالمعادلات الوسيطية : 
XmiAcost . yanl . Z=A‏ 
فمن اجل قيمة معينة للوسيط 2= ۸ فان النقطة ٨‏ تنتمي الى 
محيط دافرة مركرقا النقطة((,0,0) ونمف قطرها 2× وتقع في مستتو 
راقمە ۸ وعندما نعطي الوسيط 2 القيم 2 م Ay‏ 
نحصل على مجموعة من الدواشر مراكزها تقع على المحور 02 وانصاف 


“f 





اقطارها القيم المختلفة للوسيط ,هذه الدىائر تمسح سطحا (8 ) نحطل 


فلى معادلته يحذف الوسيطين ار 2 بين المعادلات السايقة فنجد » 


2-0و د و + × 


وهي معادلةمخروط دوراني رآسهة ن ومحوره ون ٠‏ 
ولنعتبر الان المنحني (غررمه المعين بالمعادلتين ؟ 


f(K.y.2=3 . gx. ع‎ (7.1.3) 


في الحقيقة آن المشحتي ( ,2 ) ع يمر باية نقطة من الفراغ» 
فلو اعتبرنا النقطة (ع Hy» Yg:‏ من الفراغ 2وعوضنا احدائياتها 
في المعادلتين السابقتين نحصل على قيمتي الوسيطين ر ,ر۸ اللدين 
یعینان المشحني (/رزى 2 ) م0 الذي يمر بالنقطة ,]8 كذلك من آجل 
النقطة (1 2 M (%1, y1,‏ نحصل غلى المنحني ( 0)۸1,/4 وهكذا 
نستطيع أن بحصل على مجموعة من المنحئيات تمسح الفراغ بأكمله عندما 
يتغير الوسيطان ر, |7 فاذا ربطنا بين الوسيطين ل( بعلاقة من 
الشكل > 

F(2) =0‏ 
فان المنحني يصبح تامعا الى وسيط واحد وبالتالي فان ذا 


المنحني يولد سطحا (5). نحصل على معادلتة بتعويض /, 28 مسن 


المعادلتين(7.3.1 ) فنجد ١‏ 


0.1.4 م- إرع رمع , وامع] 5 


(7-2) - السطوح التي يولدها منحن وسيطي ضمن شروط هندسية معينة ۽ 


(7-2) - المطوح جي و س 


فاذا حذفشا ]2 , إلآ بد بين هذه المعادلات الاريعة تحصل على 


آولا : معادلة سطم يولده. منحن وسيطي مستندا على منحن معلوم : العلادة ‏ 


ليكن المشحئي (,0) 0 المعين بالمعادلتين : 0= F(X,p)‏ 


f(x.y.2)=1 , TT 02‏ فاذا عوفنا مره 7 بقيمتهمامن المعادلتين ( 7.2.1 ) نحمل 
| ملى المعادلة ۽ 
ولنوجد معادلة السطم (5) الذي يولده. هذا المنحني مندما 
g(x.y,2)]= 0 (7.2.3)‏ , (2,لا,»26] 85 


P(x.y.2) = 0 , Q (x,y,z) = 0 )7.2.2(‏ هي معادلة السطح المطلوب حيث : 2,ل,× هي احداثيات نقطلة 
من المتحثي ‏ (للد ()2 التي هي بنفس الوقت احداثيات نقطة متحولسة 
من السطح (8) ء تسمي المتحني u)‏ بالمتحثي المولد للسطيح. .| 


والمنحني ( 0 ) بالدليل ٠‏ 


060 


مال + 


س 


اوجد معادلة السطح الذي يولده. المنحني (ل, (() 6 المعين 


١ بالمعادلتين‎ 





4 بے 2ج ب × 


Y.2 py (02 


)٥۸( شکل‎ 


اذا فرفنا ( ;2 ¥1 , 0 11 نقطة استشاد المتحثي ) COA,‏ والذي دليله المستقيم المعين بالمعادلتين ؛ 


على المنحتي. ۳ فان اخداثيات هذه النقطة تحقق المعادلات الاربعة + 
لمنحتي ن ات تحقق 2 ر )3( 0= 2~ x+y +z‏ 


yJ =2 (4) 


ع زرا باع قل 


عر ا إلا )2 60ل ايلام 





الحل ؟ 


للسمم 


لتكن )2 HM (x,y,‏ ننطة الاستناكد فهذه الننطة تحققاحداثياتها 
المعادلات الاربعة السابقة : 


من (4) , رم نجه ل +2 بالتمويضفي (3) نجد: 


نعوض × , 2 بما يساوهما في المعادلة( 1 ) نجد , 


u?‏ ا 
= کے + ج 
2 دان أي : 
)5( 20-0 سنب كت الماع 
نعوض الان مار, إريقيمتهما من المعادلتين( 1 )و( 2 ) فشجدي 
م 22 م ےر 
هي معادلة السطح المطلوب ٠‏ 


شانيا ‏ معادلة سطح يولده منحن وسيطي ويمس طحا معلوما : 


, المعين بالمعادلتين‎ (A, ( ليكن المنحئي‎ 
(X.Y.2) =2 . E(X,Y,2) =p (7.2.4) 


ولنوجد معادلة السطح الذي يولده. المتحني C(2 A)‏ شريطة 


ان يمس السطح الثابت (ر5 ) الذي معادلته : 


۳۰۸ 





)725( 


11), ,2> 0 





شكل (وه) 


اذا فرضئا | (2 ,ل ,× )8 نقطة تماس المنحني (نر,0) 6 
مع السطج 5 الف هذة ا يكون ناظم السطع ,10 معامدا للمتحني 
ر 0 © وبالتالي يكون معامدا. لستحى القماس الس 
( /, ()0 عند هذه النقطة آي , 


چ 
.T=‏ 


| o 


0 


لکن . 
چ ج 
T= NA Na‏ 
و چ 
حيث N , Nj‏ شعاشا الشاظمٍ لكل من السطحين!/ - مداع 


عند -النقطة 1 ءفشرط التماس‌هو ٠‏ 


چ چ 
NIA N, ) =0 (7.2.6)‏ 


zz 


0 


١ حيسكث‎ 


.2 ,. 1 3 7 7 چ 
yo Fa e 0‏ يوقا ل < Nr (Fx yr fz)‏ 


وشرط التماس (7.2.6) تعبر عنه تحليليا بالمعادلة: 
fx 5 2‏ 
ez = 0‏ 7 2 ب 
H's, H'y, Hz,‏ 


اذن نقطة التمعاس علا ا تحقق المعادلات الاربعة ١‏ 


مده . مدير . سرعم ,3= 


بحذف (2/ 1ل ,× ) بين هذه المعادلات الاربعة نحصل على علاقة 
من الشكل ١‏ 
F(2.p)=0‏ 


اذا عوضنا لار ر ار بقيمتيهما من المعادلتين (7.2.4) نجدة 
F(f.g)=0‏ 


هي معادلة السطح المطلوب ٠‏ 


مكال + 


س 


اوجد معادلة السطح الذي يولده. المشحتي (/لر, 1( ) 6المعيمن 


١ .بالمعادلتين‎ 
#ُ 


1° 






"ين ب بن يج اسن مهل ابسو فار وجل د ونين 


Xx + y3 =1 ع(‎ 
1١2 ان‎ 2 

ا 
والذي يمس السطح 5 المعين بالمعادلة 6٠‏ 


x2. و‎ -1 =0 (3) 


الحل ٭ 


بفرض (2,نز,)]1نقطة التماس عندكد :6 


د 
N (xos Nj (2.0.%) ° No (2x*Z, — 2y x2)‏ 


شرط التماس هو ١‏ 


سي چ و 


Ng CNLA N ) =0 


هذا الشرط تعبر عنه بالمعيئة ؟ 


x ,ا‎ 0 
ه‎ 2 0 20 
Axa — 2, 2 


بفك المعينة نجد ٠.‏ 


اما 0 =× آى 0= راو 2- =2 


لم 


من اجل ‏ 0< آو 2- - ج لا تقابل نقاطا حقيقية من 
السطح ( ر8 ) ونقبل فقط 0 - لا هي المعادلة الرابعة التي توافق 
نقطة التماس . فالمنحني (1/ ٩)۸,‏ يمس السطح 8 في نقاط تقلع 
في المستوي 02× فقط ء 


بحدف (2 ,لإر× ) من المعادلات الاربعة ۽ 


PPD ¢ KO 
zy?! <0 ,y -0 
F(A. =p —| ~0 3) 


تعوض لر, ^ من المعادلتين الاولى والثائية فنجد ١‏ 
0 ا لوجتم رك ري )عم 


١ المطوح الاسطوانية‎  )7-3( 





تعريف ؟ السطح الاسطو اني هو السطح الذي يولده ممتقيم يتحرك فج 
الفراغ محافظا على منحاة مستند! على منحن معلوم يدعى دليل السضح 
الاسطوائي أو مماسا لسطح معلوم ٠‏ 
)7-4( معادلة السطح الاسطواشي ؟ 





يكن المنحى الثابت للمولد ات معينا بالمستقيم 8 الذي 
معادلتاه , 
P = pK ° qy + rz +h =0‏ 


(7.4.1) 
Q = px =. qy i rz 2h’ = 0 


1Y 






AHL 


وليكن المنحنشي (0) دليل السطح الاسطواني معينابالمعادلتين. 


F(x,yY.2) =0 


sehe iru 


#(X.y.2)=0 (7.4.2) 


فاذا كان (ا) احد مولدات هذا السطح الاسطواني تكون معادلتاه ۽ 


0 Fa? | (7.4.3) 


ماع © 





فاذا كانت (2 ړل ,× )1 نقطة استناد المولد( ] ) على 
الدليل ( © ) فان احداثياتها تحقق المعادلات الاربعة ( 7.4.2 ) » 


(7.4:3) »وبحذف 27 ,رل , × بين المعادلات الاربعة نجد العلاقة , 


شك 00 
0= (حرء ۸ F(‏ 


TIT 





واد عوفت أ ۸ بقيمتيهما من ( 7.4.3 ) تنجد ۽ 


F(P,Q) =0 (7.4.4 


هي معادلة السطح الاسطواني المطلوب ٬حيث‏ , 0 الطرفضان 


tira HH, 


الايسران لمعادلتي مستويين متقاطعين فصلهما المشترك يعين منحى 


٠ المولدات‎ 


وبالعكس يمكن أن نبرهن أن كل معادلة من الشكتل (7.4.4 ) 





تمثل سطحا اسطوائيا فاذا كانت 2 ا Xx‏ ان نقطة من هسذ! 
السطح فان جميع نقاط المستقيم ٠‏ رع M,‏ ع 


P (xy, 2) =P(x,y, 2Z ) 
۰ )٩۱( شکل‎ o *o 


ىت نولا ) © > ( شرلا,* ) 84 
ولتكن ( 0,إلز ,ر×) 5 نقطة من الدليل #فمعادلتا المولد (.1) 


5 هذا السطح ٠‏ 
تيع نعلي المار من )0( هما ؛ 


)7.5( معادلة سطح اسطوائي دليله يقع في آحد المستويات الاحداثية (752) كت راحلا ے ×× 
ا ا ب کک ف q r‏ مم 
2 1 
ومنحی مولداته معلوم ۔ 
ممه ١‏ 
ليكن (0) دليل السطح الاسطواني واقعا في المستىسوي xoy‏ 
ج ×= x»‏ ۴ جگ س = ل 
2 3 5 0 


ومعينا بالمعادلتين ١‏ 


)7.5.1( 2-0 , 0-(ز,ع«)ة# ويما أن ]1 نقطة من الدليل فاحداثياتها تحقق المعادلة 


ولنفرض أن 2,4,2 آمثال توجيه منحى المولدات ٠‏ 0 ربر,ء) وي 


آي ؟ 


T8 


(xz , ر‎ (=0 (7.5.3) 


هذه المعادلة هي معادلة السطح الاسطواني . ونلاحظ ان شرط 
كون المولد. (1) لا يوازي الدليل هو 70 ءواذ!ا كان 4-0 -2 
كان المولد موازيا للمحور 02 وعندكل تصبح معادلة المطحالاسطواتي ٠‏ 
Û e =0 (7.3.4;‏ 
ونستنتج مما سبق أن آي معادلة في المتحوليسننن لإ , »× 
فقط تمثل سطحا اسطوائيا مولداته توازي المحور 02 ودليلها المنحشي 
0 - (,») 3 , 0 - 2 وبنفس الطريقة نستنتج ان أي معادلة فلي 
المتحولين 2 YJ,‏ فقط تمثل سطحا اسطوانيا مولداته توازي المحور 
اه كما أن أي معادلة في المتحولين 2 فقط تمثل سطحس ينا 


اسطوائيا مولداته توازي المخور له ۰ 


طريقة شائنية ؟ 
يمكن الحصولعلى نفس النتيجة السابقة باتباع الطريقة الصامة 
في الفقرة (7.4) فاذا كانت ٠‏ 


Qh (x,y) = 0 (0 
=0 (2) 
٠ معادلتي الدليل‎ 


لمعادلتا المستقيم 2 السار من 0 وامثال توجية متحتسساة 


+2 , 6 , 2 هما ؟ 
XxX‏ 


0 


¬» 


د 
9 
أي 


11 





xr - pz =0‏ 
yr ~ q2 =0‏ 
ومعادلتا آي مولد (]آ) يوازي اهما , 


xrpz=A 6) 


y2 @ 


فاذا كانت (11):,,0 نقطة من الدليل فاحداثياتها تحقق 
المعادلات الاربعة وبالتالي , 


هي معمادلة السطح الاسطوائي ٠‏ 
: وبحالة خاصة عندما يكون المولد موازيا 2ن يكون 0- ن ع م 
غندكد تكون المعادلة 0= (لإ,) ‏ هي معادلة السطح الاسطوائي. ' 


مشال (١)؟‏ 


أوجد معادلة السطح الاسطواني الذي دليله المنحئي ٠‏ 


TY 


1 ر + ی z=0,‏ 


وآمثال توجيه مولداته هن (1,3-,2) ثم آوجد آيضا معادلة 


السطح الاسطوائي الذي له تفس الدليل ومولداته توازي المحور ٠. 0z‏ 


١ الحل‎ 


: 
معادلتا المستقيم 7 المار من 0 وآمشال توجيه متحتسسساه 


(1,3-,2 ) هما ؟ 


د رت ان 
F7‏ 77 2 
3X—22=0 , 3y =0‏ 
ومعادلتا اي مولد يوازي م هما :6 
)0 3-2-1 
3y—2= u (2)‏ ' 


فاذا كانت( مرلا,ء<ا )121 نقطة من الدليل فاحداثياتها تحقسق 
المعادلات الاريفة معا ٠‏ 
من ( 1 ) »( 2) نجد » 
ج ےں و کا در 
٠‏ نعوض في المعادلة الاولى من معادلتي. الدليل فنجد ¿ 
: 1 


412 ىع‎ 
gl 


بتعويض لم ۸ بقيمتيهما من ( 1 ) ء( 2 ) تنجد د 


T14 





3 1 4 
)3y-2 =1‏ و +222 -38) عي 


4)3x—27( + )3y 2(9‏ 
هي معادلة السطح الاسطواشي ٠‏ 


آمامعادلة السطح الاسطوائي الذي مولداته توازي 02 فهي 
المعادلة > 


1 ر + ج 


وهي معادلة خالية من = ١‏ من الشكل ٠‏ 


@ (x,y) >0 


مثال (؟): 


ا 


اوجد مهادلة السطح الاسطو اني الذي دليله؛ المنحتي ۾ 


1- غك ےو , 25م 
والذي مولداته تعامد المستوي ١‏ 


P ax -2y +3z +41 =0 
١ الحل‎ 


بما أن المولدات تعامد المستوي ۴ فان أفثال توجيه ي 
المولدات هي (2,3-,1) فمعادلتا المستقيم 7 المار من: ن وله 
نفس المبّحى هما : 


T4 





EAS 
يك حم‎ 


2 
E >‏ 
-2x - y= 0‏ 
3x -z = 0‏ 
ومعادلتا اي مولد (.[ ) يوازي2 هما : 
۸ = س2س 
3x—z2z=p‏ 
لناخذ النقطة M(5,y,z)‏ من المولد( نقطة استناد) فان 
احداثياتها تحقق معادلات المولد والدليل آي ٠‏ 
منه 


= ل10 10-۸ = رل 


بر سس يتاب 15 هذه بو 15 عدج 


نعوض في المعادلة الاولس من الدليل نجد : 
22-1 +4)104-*(م-9)15 
تعوض خل, ۸ بقيمتيهما من معادلتي المولد نجد ۽ 
9(1S—3x +2)" —4(10—2x—y)" =1‏ 
مشال (۲) ۲ 


ا 


!وجد معادلة سطح اسطو اني دليلة المنحني ٠‏ 


598 





3+ 2222-1 (1) 


2x+3y—z =1 @) 


وآمشال توجيه مولداته هي : (1,23-) 
الجل > 


معادلتا المستقيم 7 المار من 0 والذي منحاه (1,2,3-) 


8 3 2 
2 


معادلتا أي مولد ( .1 ) يوازي 2 هما ؟ 
2x py =1 (3)‏ 


Ax+z=u (4) 


فادا! كانت( 2, لإ , × ) ١"‏ نقطة من المولد فاحداثياتها تحقق 


معادلات المولد والدليل معا ٬لنحذف‏ ×, بإ , 2 بين المعادلات الاربعة ب٠‏ 


ا O)‏ 2-21( عو 
من 4( : ×3س =2 


نعوض في ( 2 ) نجداء؟ 


T1 








2x + 3)1 —-2x(—)p—-3x( =1 


x= 31—p—1 

(1 س -2)31- ۸= لر 
J = -— 53 +2 +2‏ 
(1 م —3)31 سبع 


2= 491 4-3 


نعو 2: لإرع بقيمها في (1 ) نجد , 


3-1 لم24 +3 ا 2 4ج ك)سة( سي -- 3033 


١ نعوض لر ,۸ ب بقيمها من ( 3 ) +( 4 )'نجد‎ 
3066« + 3y —-3x—2—~ 1)10» 5y + 6x + 2 سج‎ 2(2+ 
2(12x + 42~ 18X— 9y <-3) =| 


33x +3y—z--1)*—(— 4x — Sy +22 + 2)2 -|- 
2(—6x—9y +472 + 3)1 =1 


وهي معادلة السطح الاسطواني المطلوب ٠‏ 


مثال(4): 


أوجد معادلة السطح الاسطوائي الذي مولداته توازي المنحي 
J‏ 0 ) وتمس الكرة : 1 جام ب تو x‏ 


ووا 





الحل + 


للدم 


معادلتا المستقيم [ المار من ن وله نفس المنحى هما : 


57 


أو ؟: 
2y =0 2 =0‏ - عق 


معادلتا إي مولد ( ا ) يوازي ([ هما ؛ 


3x—2y = 2 z= 


نفع شرط تاس المولد مع الكرة ٠‏ 


N (3-20) , Koon) . N (x.y.z) 
0 o -1 

4= 3 م‎ 2 0 =o 
xX 14 2 


نه د«بر3 +بع2-. 


بالتخلص من (2,ل,*) من المعادلات الاربعة : 
اتج + تر بتي , =2 , 33-29302 


معدرز3 +22 ا, 
نجد ٠.‏ 
| تم +12 
نعوض ر 2 باقيمتيهما فن معادلتي العولد نجد ٠‏ 
22-1 + تزبو2-_»3) 


1 


ا 
ا 








وهي معادلة السطح الاسطواني المطلوب ٠‏ 


مشالزه) ؟ 


برهن أن السطح الذي معادلته ي 


o -byz + xz - 1 = 0 


هو سطح اسطواني وميّن مولدات هذا السطح ومعادلتي دليله ٠‏ 
الحل ؟ 


ان معصادلة السطح تكتب بالشكل ۽ 


(2y-z) 2 (2y-z2)-1 = 0‏ ير 


وهي من الشكل ١‏ 
-PQ -1 = 0‏ 4+ 
أي من الشكل ٠‏ 
0 = ,عم 
حبييثك ×= 2 , 22-2 2 0 وهما الطرفان الايسران مسن 


معادلتي مستويين ١‏ اذن فالسطح اسطوائي ,ومنحى مولداته هو منحى 
الفصل المشترك للمستويين ١‏ 


XxX=o‏ 8 مع 2و2 
E e‏ 3 
J k‏ 
ج > ¬ 
o 0 1‏ 1 ف 
ا 2 o‏ 





آي آمثال توجيه منحنىالمولدات هي (0,1,2) ٠‏ 


آما الدليل فيمكن اختياره في المستوي إم وذلك بتعريض 
0 - 2 في معادلة هذا السطح فتجد .؟ 


1-0 دود 4 + 2× 
0 دع 
هما معادلتا الدليل ٠‏ 


(7.6) - معادلتا المسقط القائم لمنحن معلوم على أحد المستويات 
الاحداثية ,۽ 








يفرض 0) منحن في الفراغ ممين بالمعادلتين : 
)7.6.1( 0 = (y,2ر8)x‏ , 8= f£(K,Y,)‏ 


لايجاد مساقط هذ1 المنحني على المستوي رم× مثلا »ننزل أعمدة. 
من نقاط هذا المنحني على المستوي لإ هذه الاعمدة تشكل سطحا 


,أويكون مسقط المنحني (0) هلس المستوي ا هى منحشيتقاطع السشح 
الاسطوائي مع المستوي ‏ بم« . 
فاذا حذفنا < بين المعادلتين( 7.6.1 ) تحصل على معادلسة 
السطم الاسطو اني الذي مولداته توازي المحور ٠١z‏ ودليله المنحني 
المعلوم (0) وهي من الشكل : 


4 (x,y) = 0 


Yo 


اسطوانيا مولداته توازي العحور 0z‏ ودليله المنحني المعلوم( € ) 


Ce) 


شکل (۱۲) 


وتكون معادلتا المسقط ('0) على المستوي رص« هما : 


(x,y) =0, 2 =0 


مثال ١؟.‏ 





آوجد معادلة السطح الاسطواني الذي مولداته توازي المخوركزد 
ودليله؛ المتحئي ١‏ 
4 = 22 + ري - x2‏ 


K+ Yy -z = 2 


ثم اوجد معادلتي مسقط هذا المشحثي على المستوي yoz‏ ۰ 


۲ 





١ الحل‎ 


تحذف × بين معادلتي الدليل وذلك بحساب ×من المعادلنسة 
الثانية وتعويضها في الاولى ٠‏ 
من الثائية نجد ٠‏ 
x=z2z-y+2‏ 
نعوض في الاولى فتجد , 
= 22 بق 2(مسدع) 
آو ۰ 
2yz ky + 4z = 0‏ -و3- 32 
هي معادلة السطح الاسطواني »وهي من الشكل 0 - ( :رثا )9 
خالية من × ومعادلتا المسقط على المستوي 02لا هما ۾ 
J3y —2y2— 4y} 47 mo‏ 


X= o 


(7.7)- السطوح المخروطية؛ 
ar RRR‏ 


تعريف . السطح المخروطي هو السطح الذي يولده مستقيم يتحرك 
بحيث يمر من نقطة ثابته تدعى رأس السطح المخروطي ويستند على مئحن 
معلوم يدص الذليل ٠‏ وتسمى المستقيمات التي ترسم هذا السط يح 
بمولدات السطح المخروطي ٠‏ 
(7.8)- معادلة السطح المخروطي ۾ 
سس سس ت 


بفرض (غ , 8 ,2 )5 راس السطح المخروطي و(6©) دئيل هذا 
السطح معين بالمعادلتتين 0 


f(x,¥,2)=0 ,  g(X,Y,2) =o 


YY 





لنوجد معادلة المولد لهذا السطح #فاذ! اعتبرنا السرآس(5) 
نقطة معينة بتقاطع ثلاثة مستويات الشكل (15) ١‏ 


سی 


5 


ا 4 


شكل (م0) 





.ع مط عبرت 0 


مع وساج 5 8 


يمكن اهتبار المولكد ا5 كفصل مشترك لمستويين : 
الاول ١‏ . نآك وهو احد مستويات حزمة المستويات المارة مسسسن58 
المعين بالمعادلتين : 
١‏ 27-060 ,#820 
وتكون معادلة. المستوي اكد هي ۽ 


P—AR=—o (D 


۳۲4 





o rTPA الحشيمز‎ 


والثاني ٠‏ "ا5 وهو احد عستويات حزمة المستويات المارة 
من 50 المعين بالمعادلتين ١‏ 


820 , 0 > 0 


وتكون معادلة المستوي .[آ6©5 هي : 
Q—puR=o @‏ 

فجملة: المعادلتين , 
ا 


Q—pR=o 


تعين معادلتي المولد ,51 او جملة المعادلتين ١‏ 


| 
ا 


SL 


مع 
1 
5 


فاذ! كانت ( 2,ل,× ) 1[ نقطة استنان المنولد 51.2 على المنمرني 


( 0 ) فان احداثيات هذه النقطة تحقق المعادلات الاربعة ۾ 


P r 
= 2 210 ا‎ 
f(xyy2)=0 , ارده‎ 20 
, بحدف 2 بين هذه المعادلات نحمل على العلاقة‎ 


F(A,p«)=o 
بقيمتهما من معادلتي المولد نحدل على‎ A فاذا معوضت حارم‎ 
>» المعادلة‎ 











Fa: ) =0 
9 (78.1) 


هي معادلة السطح المخروطي ءونلاحظ أن هذه المعادلة متجانسة 
بالنسبة الى ,2,0,8 ويمكن إن نقول إن المعادلة العامة 
للسطوح المخروطية هي من الشكل ۾ 


F(P,Q;R) =0 0.82) 


حيث 7 تايع متجانس بالنسبة الى ۴ , ۶,Q‏ التي هي الاطراف 
اليسرى الثلاثة مستويات متقاطعة في رآس السطح المخروطي ٠‏ 


ويمكن, أن نيرهن إن كل معادلة من هذا الشكل تمشل سلحا مخروطيم 
يتعين رأسه بتقاطع المستويات الثلاثة 0 + 2 , 20 0 , 220 وبال 
خاصة المعادلات المتجائنسة بالنسبة الى 2رلر× التي درسناها في 
الفصل الرزابع هي سطوح مخروطية رأسها مبدأ الاحداثيات مهما كانت 


درجة التجائس ٠‏ 


وهذا يمكن الحصول على هذه النتيجة كحالة خاصة من الحالنة 
السامة (7.8) فاذ! كان رأس السطح المخروطي نقطة المبدآ 5 فسان 
هذه النقطة تتعين بالمستويات ١‏ 


Psx=0,Qsy=0,Rsz=0 


ومتدكد معادلة السطح المخروطي هي : 
م- رك مج)ء 


وهي معادلة متجائسية بالنسبة للمتحولات 2 ., ¥ 


8 


° 


«شجاز ا تف ابد و رسب تسود ونان 





مشال(1) , 





اوجد معادلة سطح مخروطي رآسه النقطة (2,1-,0) ودليله. القطعم 
الناقص 2 . 
Z=o‏ , سر 


. ١ الل‎ 


س 


نعتبر الر اض نقطة تقاطع المستويات الثلاثة ؟ 


معادلتا المولد ب 1(,)0) 2 3 





معادلتا.الندليل : 
© ,03 


+y1 =1 , 250‏ 
فاذا كانت ( م,لاريا )11 نقطة استناد المولد على الدليسل 
فهذه النقطة تحقق احداثياتها المعادلات الاربعة فيكرن ١‏ 


X= —2‏ و 


تعوض في المعادلة الاولى للذليل نجد ؟ 
)5( اک2 چ 


نعوض لارو( بقيمتيهما من(1) )2(٫‏ فتجد : 


3 2چ لم . x‏ 
zy (77 F2) =1‏ 
بفكالاقو اس والاصلاح نجد ؟ 


x3 4y? ج‎ 122° + 16 yz -! 824 ~0 


r1 





افع معادلة السطح المخروطي المطلوب ٠‏ 


نعوض [2 .1لا ,7*1 في معادلتي الدليل قنحصل على معادلتين 
(7.9) - طريقة ثانية لايجاد معادلة: السطم المخروطي . 
سمس نن نمت 


تحويان الوسيط 2١‏ بحدف ۸ بين هاتين المعادلتين نحصل على معادلة 


RETNA HETE SL الما 7ل‎ 





١ :‏ المسخروطي ٠‏ 
بفرض ( © , ط, 5)2 رأس السطح المخروط ودليلة المنحئي ؛ السطح طي 
ل تطبيق : حل المشال السابق بهذه الطريقةه 
g(x,Y,2J=o‏ , هذ <(2,ا,ع)] 
الحل ؟ 


نقطة استناد المولد على الدليل هي رم M(x,y,2) Mj KY‏ 
من المولد معاذلتتا المولدا..آ5ة ۽ 








بالتعويض في معادلة القطع الناقص نجد .؟ 





5 
2 27+ ر لالتعا 
شکل 64 TOE) FCT)‏ 
590 ن د 5 لف x C‏ 
لتكن (2 , رلا , عد ) ,]8 نقطة استتشاد .المولد ,]5 على الدليل (0) مشه 
ولتكرز 2 , عر , * ) ]1 نقطة من السطح المخروطي ( نقطة من المولند) 0 - كك 42 +16yz‏ 1227+ر +× 
فتكؤن معادلتا المولد Lل؟‏ , مثال(۴۲) , 





أوجد معادلة سطح مخروطي رآسه نقطة الاصل ودليله. 








00 ا لفط للا 
z—‏ 1ل 2ع ٍ احج دجت 7 
CA‏ ف 9 4 
XK TOS EN T2 aS Fer‏ 16 
x+2y—z+3= =o 2)‏ 
rr‏ 


rrr 


الحل بالطريقة العامة 6 
المستويات التي تعين رآس السطح المخروطي هي : 
معدم مع اير 2 0 مدع ع 8 


معادلتا المولد ١٠‏ 


ت 
< 


X=AÃAz 


نعوض في (2) نجد 6 


ه-3+ 2 نم2 1١2+‏ 


3+ 3 


723-32-1 21 +1 3 م52 


نعوض *را,2 في ( 1) نجد ٠‏ 


2 1 ں9 525 


12م 2 جح ) 216 16 + ثم 36 نه نزو 


تعوض لماره ۸ بقيمتيهما من معادلتي المولد نجد ؛ 


rE 


ا و ر 1 
GFT‏ + ا " +2u—DF‏ 160 





x 36y? 2 
9 ی + چ‎ + 6-16) <-2 17 


9x7 + ?ر36‎ + 16 22 = 16) 2y 7(2 
1622 
9 (x + 4y + و2 )16 = ( سو‎ 1 


23 ر x2‏ 
ار سيك 


تمرين : حل المثال(؟) بالطريقة الثائية. 


ملاحظة هامة ؟ 


سي بشت 

اذا كان رآس السطح المخروطي في مبد] الاحداثيات فان معادلته 
ستكون معادلة متجائسة في المتحولات ( 2,ل,*) لذلك ثلجّآ في مشل 
هذه الحالة الى الطريقة السهلة التالية والتي توضحها بحل المثال 


۰ (۲) 
x ر‎ z2 
Fg +g =1 0 
X+F2y—z2+3=o (2 
٠» المعادلة( 2 ) تكتب بالشكل‎ 
0 2 
و“‎ )× + 2y (21 G) 


بطرح ( 3 ) من ( 1 ) نجد ۽ 


Fro 


x2 y7 22 
9)5 + چ‎ ٣چ‎ ( =) 2y = z( 


مشال(؟): 
ا 


آثبت أن السطح + 
مح 4س جنر 2 ع4 +2 xX‏ 


هو سط مخروطي ٠‏ 


الحل ؟ 


إن المعادلة السابقة تكتب بالشكل ؛ 


ی = (( 2 —2—!(])4) + ?3 


هده المعادلة من الشكل ۽ 
مدع وتم 
حيث رے ودم , اجڪي د =٤‏ 
وهي الاطر اف اليسرى من معادلات ثلاثة مستويات متقاطعة في النقطة 
,0,2( 5 وبيما أن معادلة السطح متجانسة بالنسبة السى 2,0,1 
فهذا السطح هو سطح مخروطي رآسه النقطة 8 ٠‏ 


(7.10) - السطوح الدورائية : 


تعريف شعرف السطخ الدوراني بأنه السطح الذي يولده منحن 





٥ (‏ ) بدورائه حول مستقيم شابت ل . نسمي المنحني( 0 ) بالمولت 


والمستقيم الشابت بمحور الدوران ٠‏ 


لذن 





tc? 





)٦٥( شكل‎ 


ينتج من هذا التعريف أن كل نقطة مثل 11 من المنحني المولد 
٤‏ ترسم بدورائها حول المحور ل محيط داكرة ([) مستويها يعامد 
المحور 6 ومركزها يقع على هذا المحور ,هذه الداكرة ([) تدعصى 
بمتوازية السطح الدوراني ومجموعة الدواكر الني ترسمها نقسساط 
المنحني المولد (0 ) تدعى بمتوازيات السطح الدوراني ٠‏ واذاقطمنا 
السطح الدوراني بنصف مستو يمر من المحور ل تحصل على منحن يدعسسى 
بالمنحني الزوالي وهذا المنحني يمكنه توليد السطح الدوراني آيفضا 


والمستويات المارة بالمحور ۵ تدعى بمستويات الزوال . 


TY 


(7.13) - معادلة السطح الدورائي ؛ 
: : 


يمكن اعتبار السطح الدوائي بانه سطح تولده. مجبوم لس سلة 
المتوازيات السابقة التي تستند على الممحئي الزوالي ( 6 ) ٠‏ 
فاذا كان المنحني ( € ) معينا بالمعادلتين ٠‏ 
f(xyy,2) =0 , B(x,y,2) =0 (7.11.1)‏ 
وكان محور الدوران ل معيتا بالنقطةلى2,رلإر×) 1 وامشال 
توجيهه 2,ن,2 . فيمكن اعتبار آي متوازية ٣‏ عبارة عن تقاملاح 
كرة مركرها ر1 ونمف قطرها متغير مع مستو ‏ 8 يعامد المحورلم 
فتكون جملة: المعادلتين 6 


ع ريج ج) 3( مرس ر) ج ( مچ س ک) 
زوق 


11 
PX + qy -2- rz = 07 


هي المعادلة العامة لهذه المتوازيات ,حيث //, |( وسيطان ٠‏ 
من شرط استناد المتوازية 4 على المنحني (0)تحصل على 
علاقة بين 4 من الشكل ٠‏ 
F(3,p)=o ۰‏ 


بتعسويض ,۸ بقيمتيهما مر(7.11.2)نحصل على معادلة المطح 


الدورائي ٠‏ 
6ح زع ل برو م ورم J‏ ,2 لبي سين 


وهي من الشكل : 
F(S,P)=o‏ 


حيهوتمثل الطرف الايسر من معادلة كرة مرکزها 1او ۴ تشل 


TFA 





الطرف الايسر من معادلة مستو یعامد .کے٠‏ 


ويمکن آن تبرهن إن كل مسادلة من هذا الشكل تمثل سطحيباا 
دورانیا محور دور !نه يعامد المستوي ۶0 ويمر بمركز الكرة 
٠١5 > 0‏ 


: )١(لاشثم‎ 





اوجد معادلة السطح الدوراني الذي محور دورائه المستقيم 
المعين بالمعادلتين , 


y =0 ±= 


والذي يمس سطح المخروط + 
0= عر ۔ 2ے + 2 


الحسل ي . 


نلاحظ أن مخور الدوران عبارة عن مستقيم يوازي المحسسور×0 
ويمر بالنقطة1, 1)90 وامشال توجيه منحاه (,1,0,0) ٠.‏ 
فمعادلتنا المتوازيات : 
)z 1(1 = ۸ ()‏ + ر x7‏ 
x= (2)‏ 
ولتوجد الان شرط تماس المتوازيات مع المخروط + 
2x +2 0. 4‏ 
Ni (xry.z—1) 7 RF (1e) 5‏ 


55 
No (2x,—y, z) 


Tq 


شرط التماس ٠:‏ 


1 o o 
ده‎ x 1 كن‎ || =o 
2x و‎ 2 


YZ y(z—1)=o 


J(2z—1) =o (4) 


آما 0 -ز فهي غير مقبولة لانها لا تقابل تقطة حقيقية من 


سطح المخروط او لج - 2 إذن المعادلة. الرابعة الناتجة من شرط . 


انماس هي ا = ٠.‏ 


بالتخلص من2 , لإ ,× من المعادلات الاربعة ؟ 
من (3 ) نجد ؛ 
1 
ار = چ + م2 
من (1) تنجد ٭ 
i‏ 
رد چ ۸ 


1 
ی = سے ب 22 
4 34 


1 
للم ددةى 2-3 
a ((‏ 


نعوض رر ( بقيمتيهما من (1 ) 2(٠‏ ) تجدا: 


لط ا )+ ر 


4 = 2 )م 


0 





وهي معادلة مجسم قطع زائد ذي فرع واحد . 


(7.12( السطوح الدورانية التي محورها احد المحاور الاحداثية + 
اا ا سسس 


1دا رضنا ان المحور ك منطبق على المحور 2ه قفي هذه الحالة 
يمكن تعيين متوازية ( ¥ ) بتقاطع اسطوانة محورها 02 مع مستو يعامد 


07 فمعادلتا اي متوازية تصبح ١‏ 
2 


ومن شرط الاستشاد على المولد ( 0) نحصل على العلاقة : 


FIs ê 


١ ومنه‎ 


0 


F(x? + yt. z) =o (7.12.1) 


هي معادلة السطح الدوراني ٠‏ 

فاذا قطعنا السطح الدورائي حول المحور 02 بالمستسسوي02ل 
تحصل على منحن نميه بالمنحني الزوالي الرئيسي ويرتسم بطوللله 
الحقيقي على المستوي هر ومعادلسه المتحئي الزوالي الركيسي ني 
المستوي 02ئا هي , 

+ 1 مسرم تراع 

بالمقارنة مين (7.12.1) , (7.12.2) نستنتج آنه للحصول على 

معادلة السطح الدورائي حول 02 يكفي ان تستيدل كل ر ب ر × 


في معادلة المنحني الزطالي الركيسي ٠‏ 


re1 


؟)١(لاثكك‎ 


أن معادلة: المنحني الزوالي الركيسي لكرة مركزها في مبسسد[. 
الاحداثييات ونصف قطرها 5 كي : 


رت فووا 


وهي دائرة واقعة في المستوي 702 عفاذا دورنا هذه الداشرنا 
حول المحور 2ه نحصل على كرة »ولایجاد معادلتها تستبدل کل 2 من 
معادلة المنحني الزوالي الرشيسي ہو فنجد ۽ 


م ے گے + ر + ر 


هي معادلة. إلكرة المطلوية ٠‏ 
كذلك اذا. دورنشا هذه الدائرة حول المحور يان تحصل على تقسنس 
2 
الكرة وللحصول على معادلتها نستبدل كل ع ب ×+ 2 فنجد 
R2‏ = 2 + 2ر + قير 


۰ ٩ مثال(۲)‎ 


بفرض الآه مستقيم واقع في المستوي 0zر‏ يصنع مع المحورون 
الزاوية كك شكل(75) فاذا دورنا المستقيم رآه حول المحور 02 تحصل 
على مخروط دورائي رآسه0ونصف زاوية رآسه ©0 ,وللحصول على معادلة 
هذا المخروط ,نوجد معادلة المستقيم ا0 كخط روالي رئيسي معادلته. 
Yy = zZ.tex‏ 
وبما أن الدوران حول المحور 02 فنستبدل في المعادلة السابقة 
22 
گل لآ ب × ۷ ” فنجد ‏ 
2 
oe‏ ے سر ب 


TEY 





Nen ta Ein IRE AREAS HADES 





(Av شکل‎ 


مشال(؟)؟ 


آوجد معادلة: السطح الدوراشي الشاتج عن دوران المستقيم , 





x=a 0‏ 
0 ووک ا * 
حول المحور- 07 . 
الحل , 


أن معادلتي اي متوارية (() هماء... 
)3( 


+ع تبتر 
e @‏ | وق 


؟4؟ 











شكل 7 


ال! کتبنا شرط استناد المتوازية على المستقيم 5 نجدالعلاقة٠‏ 
2 
ma‏ ا د a2?‏ 


شعوض ير , ١‏ بقيمتيهما من معادلتي المتوازية فنجد , 


22 
ر + 7× = د + 2ج 
mm‏ 





x2 + ر ر‎ 1 
a am 0 
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الاج ساح رجف يس جد عي ساسج انيد سر سما 


وهي معادلة مجسم قطع زائد دوراني ذي فرع وحيد ولك ey‏ 
الزؤاالية الرئيسية هي قطع زائد معادلته > 
2 3 
Er‏ 
ونستنتج من هذين المثالين : أن كل مستقيم لا يلاقي محورا 
أو لا يوازيه يولد بدورانه حول هذ؛ المحور مجسم قطع زاكد ذي فرعم 
وحيد دوراني »وان كل مستقيم يلاقي المحور يولد بدورانه حول هذا 
المحورمخروطا دورانيا اما اذا كان هذا المستقيم هوازيا للسحصور 
فيولد بدورانه اسطوانبة دورانيةء. 


, الاسطوانة الدورانية‎  )7.13( 





ال! كان دليل السطح الاسطواتي دائرة وكانت مولد ات هذا السطضح 
تعامد مستوي الدليل قلنا عن هذا السطح انه اسطواني دورائي لانله 
يمكن توليك هذا السطح من دوران مستقيم يوازي محور الداكرة حول 
هذا المحور ء ھار 








ويمكن أن نعرف الاسطوانة الدورائية بأنها المحل الهتدسسسي 
لمجموعة نتقاط الفراغ التي تبعد بعذ! شابتا ۴ عن مستقيم شابيسته 
يدعى محور الاسطوانة و ۴ نصف قطرهاء والجدير بالذكر آن المقصود 
بالعبارة" اسطوائة دورائية" هو السطح الاسطوائني الدوراني وئيست 
الاسطوائة كمجسم ٠‏ 


(7.14)- معادلة الاسطوانة الدورانية , 
و ت 


بفرض ۸ نصق قطر اسطوانية دورانية( داشرية قائمة)وانمحورها 
© يمر بالنقطة 2 AKI‏ وجيوب تمام توجيه هذا البحور مهسي 


3 8 > ولنوجد معادلة هله الاسطوانةء : ك4 


N MOF ys) 





(to hry) 


. شل روم 


لتكن (11),13,2 نقطة من نط الأسطوائة ففي جميع اوض سناع[ 
على هذا السطح يكون 188 حيث N‏ مسقط1 ملى المحور < شكل(14) 
فان العلاقة الآتية محققة , 





AM 2 AZ. R2 < 0.14.3 


لکن 
او ۰ 


و 
حيث لا شعام الواحدة. المحمول على المحور لم ومئثه 6 
2-0 ) + 8( موتو جه( وت سع) > أله 


بالتعويض في (7.14.1) تنجد , 


) — x(* + ولوس زم‎ + (e 2 [a (&— 3) + 8 Û — yo) + ¥ (2— 2)] ع‎ 


)7.14.2( ` 
مشال. اكتب معادلة اسطوانةداشرية قائمة نصف قطرها 2 بد م ومحورهسا 
المستقيم» 
پک ےجا × 
الحل: 


المحور < يمر بالنقطة (۸)0,2,0 وامشال توجيه منحاه ۾ 


2 حعس ,86-2 ,1 2< كا 


دادو 9 ددم ٠‏ كاده 
بالتعويض في (7.14.2 ) نجد ‏ . 


rey 





4 7( 4 سج 2 و2 ل ) سے س تمه 23س بو) اج قي 


8x? + Sy + Sz? + 8 yz + 4XZ— 4 XY + 8X— 20y — م - 16 سج يق‎ 


(7.15)- المخروط الدور اني ۾ 





۲ كان دليل السطح المخروطي دائرة وكان رآأسهذا السطلح 
واقعا على محور هذه الداشرة عندئذٍ نقول عن هذا السطح بأنه مخروط 
دوراني وتلاحط أن جميع مولداته تصنع زاوية ثابته © مع المحورء 
هذه الزاوية تدعى نصف زاوية رآس المخروط ٠‏ وقد سمي دورائيسساا 
لائه يمكن توليد هذا المخروط بدوران مستقيم حول مستقيم آخر قاضصع 
له يسمى محورالدوران ٠‏ 


ه 





شکل 0000 


EA 





(7.16) معادلة المخروط الدورائي , 


ا ا ر ا لت 


بفرض (١,ط,ة‏ ) ۸ راس المخروط ولتكن ؟ , , » جيسوب. 
تمام توجيه محوره لل ولتكن © نصف زاوية رآسه ولنوجد معصادلته ٠‏ 


لناخذ النقطة (ت,لا,) 11 من سطح المخروط ,ولتكن 1١‏ مسقطها 
على المحور <| ففي جميع أوضاع ) على سطح المخروط تتحقق العلاقة: 


ANÎ = AM? وم‎ (7.16.1) 


[—a)« 1 (y—b) f 4: (z—c)y]? تلو مع ع‎ + (y — b)? {4 (zc) cus 
(7.16.2) 


وهي معادلة المخروط الدوراني ٠‏ 


مثال( 


ت 
اكتب معادلة مخروط دورائي رآسه الشقطة (2-,۸)1,0 ونصسسف 
زاوية رآسه 60 درجة وآمثال توجيه محوره( 2,1-,2 ٠)‏ 


الحل و . 


جيوب تمام توجيه المحور + 


1 2 
پک $ تي .8 5 ج =» 


با 


لناخذ (2 .,ن,»* )21 من سطح المخروط ولتكن 1 مسقطها على 
المحور عندكذ ۽ 


FF? a AW. cor? x 


"رهجم ل m+‏ ج درسي چ ] 


4 [+ y+ (+ 2° [ 


4(2 xi— 2y + 2)? = 9 (x? Fy? 2? — 2x -F 42 5) 


7x? + 7y? 5 2 — 16 y2 + 16 2X — 32 xy .0ع 45 سج 36 نع 18 ل‎ 


Fo’ 


ج 
3 





- 


- 


- 


تماریننن (۷)* 


وجد معادلة. اسطوانة دليلها المتحتي * 


1= 2+ و e2‏ ی ر + ر 


ومولداتها توازي المحور >0 ٠‏ 
شم اوجد .ايضا معادلة اسطوائة دليلهنا نفس المنحني السابق 


ومولداتها توازي المحور ¥© ٠‏ 
اوجد معادلة اسطوانة دليلها المنحني , 


مع 424 + >2 22 ب 2ر 4 x3‏ 
x+2y—z=o‏ 


ومولداتها توازي المستقيم ٠‏ 


اوجد معادلة اسطوائة دليلها القطع الناقص ۽ 


مسع , مده وب دوق ثت+ترهة 
ومولداتها توازي المستقيم المار بالنئقطتيسسن (1-,1-,2( 
٠ )0,-2,1(‏ 


اوجد معادلة. اسطوانة دليلها الداكرة 6 
مه ام 22310ب 


وتصنع مولداتها زواييا حادة متساوية مع المحاور الاحداشية. 


ذه 


3 


-۷ 


۹ 


-1۰ 


أوجد ععادلة إسطوانة مولداتها توازي المحور بين ودليلها 
المنحني ۽ 

x+y -z -2 =0‏ , 0 = 222-4 ا 
ثم أوجد معادلتي مسقط المنحني الدليل على المستوي 702 ٠‏ 
اوجد معادلة: اسطوائة داشرية قائمة نصف قطرها 3 ومخورهها 


مستقيم يمر بالنقطة (1-,1,1) وآمشال توجيهه ‏ (2,1-,2 ) 


اوجد معادلة: اسطوانة داشرية قائمة نصف قطرها ‏ 2 ومحورها 
المستقيم ٠‏ 

227- 22-6 1-2 - × 
اوجد معادلة مخروط راسه نقطة الاصل ودليله المتحتي , 


6 =2 92-36 ,16 = ے + ی + 2× 


اوجد معادلة: مخروط رأسه نقطة الاصل ودليله المتحني ٠»‏ 


3 عد بوي , 4 ماع تر 


مخروط معادلته ,۽ 


0 ےر + 


قطع هذا المخروط بالمستوي ٠١‏ 
2y -“ 5z +1 =0‏ 
اثبت ان مسقط مقطعه بهذا المستوي على المستوي لإملاهو قصضع 
تاقص »٠وجد‏ مركزه وتباعده. المركزي ع( = .)e=‏ 
اوجد معصادلة مخروط رآسه النقطة (2,0,1) ودليله القطع 


الناقص , Xx=o‏ 3 6 = 421 + 7ر9 


For 





~1 


11 


ا 


اوجد معادلة: مخروط رآسه النقطة ( 3-,1,2) ودليله الدائرة:. 


2 - بو , 4 عع كير 


ثلاثة مستقيمات تمر بنقطة الاصل وأمثال توجيهها (2 ,2, 1 )» 
( 12.(,)2,3,6 ,3,4 ) اثبت أن آمثال توجيه مخور المخروط 
الدوراني الذي يمر بهذه المستقيمات هر(1,1,1-) وان تصف 


زاوية رآأسه هي الزاوية ©. »تجيبها يسارى 





3 
3 
1 كان المستقيم ج کچ ص هو واحد من مجموعة ثلاثة 


مولدات متعامدة. للمخرو. 
Syz— Bix — 3 Ky =o‏ 


را 


إوجد مصادلات المولدين الآخرين ٠‏ 


اوجد معادلة مخروط دائري قاشم نصف زاوية راسه 60 درجبة 
ورآسه في نقطة الاصل ومحوره يمر بنقطة الاصل وآمشال توجيهه 
(2,2-,1- ) ۰ 


اوجد معادلة مخروط دوراني زاوية راسه "20-90 ورأسه نقطة 
الاصل ومحوره المستقيم z‏ = ر2- = × ثم اثبت ان المستوي 
< 2 يقطع المخروط في خطين مستقيمين الزاوية بينهما 
تجيبها 45 . 

اوجذ معادلة مخروط دوراني رآسه نقطة الامل وزاوية رآسه0م 
ومحوره المستقيم22 = ر3 = ×6 ثم اثبت ان مقاطع المخروط 
ياي مستو يوازي المستوي 0 = × هي قطوع زافدة وان مقاطعه 


باي مستو يوازي المستوي 0 = ر او 0 =2 هي قطوع ناقصةء 


Tor 


۸ سظح دورائي معادلته ۽ 


22 ر | x2‏ 
اک کک د ا 


9 T67 


اثبت آن مقطعه بمستوديوازي المسوي تاإمنتوعلى يعد 2 مته هو 






داخرة. عيّن مركزها ونصف قطرها »وان مقطعه بمستو يسوازي 
المستوي 20 وعلى بعد 2 منه هو قطع ناقص مين مركره وطولي 


محوریىه ۰ 


لذن حا جحت AGILE‏ 


4 أ-اوجدمعادلق السطح الذويتولد عن دور انالقطع الشناقص ٠‏ 
z=o‏ وااع 
خوك احد محوریه ۰ 
بد اوجد معادلة السطح الذي يتولد: عن دوران القطع المكافى* ١‏ 
y= 2cz2 ,x=0‏ 
حول المحور 02 ٠‏ 


.| المستقيم [ يمر من نقطة الاصل ويصنع مع المحور إ0 زاوية 
قدرها 60° درجة آوجد معادلة السطح الذي يولده. هذا 
المستقيم , 5 
إن بدورائة حول المحور لت ٠‏ 


۲ بدورانه حول المحور 02 ٠‏ 


ل دهد ل 


Tot 


١ كت لديتا المستقيم 7المعين بالمعادلتين‎ 
2x-y + z2 = 16 , x + 3y -22 =3 


فاذا دار هذا المستقيم حول المحور 02 اوجد معادلة السطح 


الدوراني المتولد ,وعيّن نوع هذا السطح٠‏ 


Too 








لسار( باهم 
مک انی یں ررر 


الاختبار الاول 





السو ءال الاول , 





ووطاجوع ظح ججح عمس سساح ع 2 


. لتكن النقطة (14)1,2,3 في الفراغ والمطلوب »* 
١‏ اوجد معصادلة العمود النازل من على المحور<© شم 
معادلة العمود النازل من ١‏ على المحور 0¥ ٠‏ 
؟ اوجد معادلة المستوي الذي يحوي العمودين اند 


السوءال الثاني + 





اوجد مصصادلتي المسقط القائم للمشحني(0) المعي بن 
بالمعادلتين 
1 = چ4 و + 22 SL‏ 
على المستوي 0= 1- x+y+z‏ 
-٣‏ اوجد معبادلة مخروط راسه النقطة ( 1< ,4)0,0 ودليلة 
المئحثي( € ) ٠‏ 


+ السو*ال الثالث‎ ٠ 





يفرض ۶۲ مستتو معادلته , 0 = 22-6- 2x.+ 3y‏ 


ولتكن ,6,8 نقاط تقاطعه مع المحاور الاحدائثية ٠‏ 


Toy 


1 اوجد ععادلتي الدائرة المارة بروءوس المثلث 48٥‏ . 


؟ عيّن م فط النقطة 0 على مستوي هذا المثلث ٠‏ 


السوءال الرابع ١‏ 


س 
١‏ اكتب معادلة كرة تمر بمبد!. الاحداتيات وتمس السطحء 
1-6 + سرود ر2+ د = 8 
مند النقطة( 0 ,1-,1 ) ٠‏ 
٣‏ اكتب معادلة سطح دوراني يولده. المستقيم 0 دج 


م - 22-2 + عا بدورانه حول المستقييم 0= x‏ , 2=1 


م 





فل الول ا حسمن تاه تعمد بج و انين 


الاختبار الثانبي 


السو ءال الاول ؟: 


-١‏ اوجد مُعادلة المستوي العمودي على المستوي 
P š 3x -4y +9 =0‏ 


ويمر بخط تقاطع المستوي م مع المستوي 0= 122+16-ر-×Q&7‏ 
؟ عيّن مركز الكرة التي تمس داخلا اوجه رباعي الوجسوه 
الذي وجوهه المستويات الآتية , 
x =0‏ 
y=0‏ 
z=0‏ 
xty+zs=1l =0‏ 


السوءال الثاني : 





٠] 5 اثبت أن المستوي 0 3+ 14+ 2- لإ6+ ×4 يمس السطم(‎ ١ 


المعين بالمعادلة 0= ر5× شم عيبن نقطسشة 
التماس ٠‏ ا 
؟ اكتب معادلة المستوي القطبي الموافق للقطب 27 ,۲0,2 
بالنسبة للكرة 0= y-1‏ 2+ 2ے بر ٠. x‏ 
السو ال الثالت , 





إلا في المستوي لمن لدينا داشرة(0) مركزها 0 ونصف 
قطرها 2 سم ولتكن( 5 ) كرة معادلتها + 


o۹ 


0 2222 رار جر 


اكتب معادلة الكرة التي تمر بمحيط الداشرة( 0 ) وتمسس 
الكرة(8 ) ٠‏ 

٣‏ اكتب معادلة السطح الدورائي النناتج عن دوران المستقيم 
الآحي ؟ 0= 1- راب . 0 -2- 2 حول المحور لان ثم مين 
نوع المجسم الحادث ٠‏ 


السوءال الرايع ٠‏ 





بفرض آن ۶ مستو معادلته , 
2x + 3y -2 - 6 = 0‏ 
ولتكن ,0,8 نقاط تقاطعه مع المحاور الاحداثية »والمطلوبو 
١‏ اوجد مصادلة كرة تمر برو وس رباعي الوجوه 0480 حيسث 
0 مبدآ الاحداثيات ٠‏ 
٣‏ اوجد معادلة كرة تمر بمبدأ الاحداثيات وتمس السطحع( 5 ) 


. الذي معادلته‎ 
5 > 3y +2 3y + 1 = 0 


عند النقطة ( 1,0-,1) ء 


Pt 





ا 
الاختبار الثالث ' | 
| 
'السوءال الاول - ا 


1 عيّن منحى الشعاع الموازي للمستوي عور والعمودي عل 
المستقيم . 
x=2t+1, y= t-l, z=t+2‏ 
چ چ چ چاچ چ 
ب بفرض oQ = Si -2j Hk , oP = i + 3j -7k‏ 
ب ل ب ا 
عيّن الشعاع 5 واحسب جييب تمام الزاوية التي يصنعها 
هذا الشعاع مع المحور *© . 


السوءال الثاني ٠١‏ 





اوجد معادلة المحل الهندسي للشقطة المتحولة ]8 في الفسراغ 
الثلائي بحيث يكون مجموع بعديها عن النقطتين الثايتتين 
) 0 )ش2١(‏ 0 ,1-,0  )‏ مساويا 6 ۰ 


السوءال الثالك . 


أ اكتب معادلة مستو يمر بالنقطتين) (2 ,1,0 )48 
( 3 , 1 , 0 ) 8 ويعامد المستوي ¦ 0 = 22-1ج2-صط 
ب سعيّن المسقط القائم للنقطة ( 1 , 1,2 ) ١1‏ علىالمستقيم 
المعين بالمعادلة ; 
y+ 2-2‏ 1 





N 
ف‎ 
د‎ 


TU 





السوءال الرابع ٠‏ 
أ اثبت ان المستوي ‏ 0 - 9 2 +294 + × يقطع الكرة 
2 
0 = 22-36 بكر جك ثم عين مركز دائرة التقاطع واحسب 
طول نصف قطرهاء 


ب بفرض ( 0 ) داشرة في الفراغ معينة بالمسادلتيسسن : 
2 
و = + ا ,3 > 2 اكتب معادلة. كرة تمر بمحيط 
هذه الداكرة وتهامد كرة مركزها (0,0,3) 88 ونم 5 


35 


۰ R= 3 قطرها‎ 





الاختبار الراببع 





٠: السو" ال الاول‎ ١ 


)0,0,2( , )1,1,0( اكتب معادلة مستو يمر بالنقطتين‎ ١ 
٠ × ويوازي المحور‎ 

؟ اثبت أن المستويات الثلاثة الآتية تتلاقى في خط مستقيسم 
واحد ؟ 


0 - 3 لو وعد , 0 ع1[-عسرعد , 0 - الوبرعرد 


السو*الالثاني ؟ 





2 = 0,25 اكتب معادلة كرة تمر بمحيط الداشرة‎ ١ 
x24 (y-1)2+(z-1)2=1 وتمس الكرة‎ 

!ل اوجد معادلة المحل الهندسي لنقاط الفراغ التي مجمسوع 

بعديها عن الشقطتين الشابتتين | (4)0,3,0 , (0,ل-,0) 85 

يساوي ( 8 ) ثم عيّن نوع هذا المحل. 


السوءال الشالث ٠»‏ 





-١‏ اكتب معادلة مخروط راسه النقطة (2,0,1 ) ودلیلسه 
القطع الشاقص | 36 = 4ر9 , 0 = × 


؟ مجموعة من القطوع الشاقصة مراكزها على المحور 2ن مهينئة 
2 2 








بالمعادلتين 00 ا E‏ 0 
e, mg + 9 ۸‏ 2 
اوجد مصادلة السطح الذي تولده هذه القطوع عندما تتحرك 
2 2ر 
حو 2 
مستندة. على القطع الزائد 1= 2 x0 , E‏ 
rtr‏ 





-السوءال الرابع , 





, اكتب مفعادلة اسطوانة دليلها المنحني‎ ١ 
دع لوه ثرو انيد‎ 
2 +1 
٠ ومولداتها تعامد المستوي‎ 
x+y + z =1 0 
اكتب معادلة مخروط رأسه النقطة (5)0,0,<1 ودلباله‎ ٣ 


المنحني السابق ٠‏ 


TE 





الاختبار الخامس 


السوءال الاول : 





بغرض ( 1,2,3 ) لك نقطة من الفراغ والمطلوب 
١‏ ايجاد معادلة العمودالنازل من ۸ على المحورلا6 ثم ايجاد 
معادلة: العمود الشازل من 4۸ على المحور ٠02‏ 


؟ اكتب معادلة المستوي الحاوي للعمودين السابقين. 


السو ءال الثاني , 





P = 4x -3y + 72 = 0 : المستويان‎ 


2x +y -5z = 0‏ ع 0 
يتقاطعان بفصل مشترك 7 . ولتكن (8)5,0,2 نقطة واقعىسة 


في المستوي الثاني © والمطلوب ايجاد معادلة مستقيم يمسر 
من م ويقع في © »ويصنع مع المستوي الاول ۶ زاوية امضلم 
ما يمكسنء٠‏ 


السوءال الشالث ؛ 





اوجد معمادلتي كرتين تمران بمحيط داكرة ١‏ 
1 2ے بر 2xySz = 6 , x2‏ 


وتمسان المستوي اما ٠‏ 


انا 





السوءال الرابع ۾ 





اوجد معادلتي مستويين يوازيان المستوي : . 
xK+y+z2-3 =0‏ 


ويمسان الكرة ١‏ 


0 = 16 - 2+ 2-6 + ۳ے + + 2× 


كم علثين نقطتي تماسهما مع الكرة٠‏ 


T1 





الاختبار السسسادس 


السو ءال الاول > . 


لت 
لتكن ( 2,3,3) 4۸ نقطة من الفراغ والمطلوب 6 
١‏ اوجد مساقط هذه النقطة على المحاور الاحداثية ثم مسققطها 


. 0 على المستوي‎ 
P= x -2y + # 5ك‎ = 0 


٣‏ اكتب معصادلة مستو يمر بالنقطة 4 ويوازي المستقيميسن 


D x-] = 2z»5 = 2z +1 


1: 


D 3x4 = 2y-4 = 32 +6 


2 


السوءال, الشاني + 





لدينا السطح (5) معين بالمعادلات الوسيطية الأآتية ٠‏ 


Zz = 2 sinê „, X= cosg‏ (-1 «ع 


إ اوجد معادلة المستوي المماس لهذا السطح. 
!ب اوجد ععادلة. مخروط رأسه نقطة الاصل 0 ودليلة. المتحنسي 
المعين بتقاطع السطحين + 
0 = 16- 22+ +× 


92-36 y2 +42 


UEDA a ب مب‎ 


-36 0 


۹Y 








السوءال الشالث ي 





لدينا المستقيمان 6 
x+y-z+3 = 0 x+y+z-1= 0‏ 
51 لا 


x -2 =0 2+2= 0 


١‏ اكتب معادلة: مستقيم يستند على هذين المستقيمين ويمسر 
من الشقطة ( 1,0,2 ) 4 ء 
؟ احسب طول العمود المشترك بين هذين المستقيمين ٠‏ 
السوءال الرابع : 





١ المعين بالمعادلتين‎ ٣ لدينا المنحني‎ 
a St 80 


0 = 4- ج + 2 


١‏ اوجد مصادلتي المسقط القاكم لهذا المنحني على المستوي 


702 
؟ استنتنج آن هذا المسقط هو دائرة يطلب تعيبى مركزه ا 


ونصف قطرها ۰ 


4 





الاختياز التايسع 


إالسوءال الاول ‏ . 





أ لتكن (2,3,3) 4 نقطة في الفراغ والمطلوب تعييسن 
مساقط هذه النقطة ملى المحاور الاحداثية ثم مسقطهسا 
على المستوي 0 = 5- P xz x-2y+z‏ 

ب اكتب معادلة مستو يمر من النقطةالسابقة 4 ويوازي 
المستقيميين ٠١‏ 


D x-1] = 2y -5 = 22 +1 


1 : 
Dر‎ : 3x+4= 2y-4 = 3z + 6 


السوءال الشائي د 





أ اكتب معادلة كرة مركزها الشقطة (2,3,4) 0 وتمس المخور 
8% “5 
ب - عيّن مركز ونصف قطر دائرة تقاطع الكرة 


2 2 


= × + + 2+12 -2y-62 + 30 = 0 


n 
MW 


عه 
Hl‏ 


مع المستوي 0= 5+ x+y+ 2z‏ 
السو*ال الثالث ؟ 





بفرض (0 ) منحن فراغي معين بالمعادلتين ٠‏ 


2 (2رلار*)‎ × - 2y + + z-2 = 0 


2x7 +3xy-2 2 


8(*,¥,2) 


4 





والفطلوب + .ايجاد, مصادلتني المستقيم المساس ومصادلة ستو 
الشاظم لهذا المنحني هند النقطة (1,0,1) ر 


أالسوء؛ل الرابع , 
E‏ 


1 
١‏ اكتب معادلة كرة مركزها النقطة (4,3-,19)2 وتمسيي 
المحون 02 ء 

, اكتب مصادلة. اسطوانة مولداتها توازي المستقيم‎ ٣ 

x = 2y = -z 
* ودليلها المنحني‎ 

C: ×22 +2 = 9 
x -2y-z = 0 


۳ اكتب مسسادلتي المسقط القائم للمنحني السابق (0 ) هلسدى 
المستوي 2هللا ٠‏ 


PY. 





الاختبار الكامن 





السو هال الأول + 





اكتب معادلة: مستوى يمر بالنقطتین(2,0,1) B(-1,2,0 )“ A‏ 
ويوازري المحور لإا0© ٠ ٠‏ 


السوءالالكائي ؟. 





اكتب معادلة مستقيم يمر بالئقطة ( 3-,1,2-) 4 
2-1 بجر x-3‏ 
ويعامد المستقيم ن 


= ee e 


1 3 








السوءال الشالك ۽ 





اكتب معادلة. كرة تمن يمحيط الدافرة ۾ 
5 2 + 2× 
z= 0‏ 
وتعصامد .الكرة + 
x+ (y-1)+(z-1)2 = 1‏ 
السوءال الرانع ٠»‏ 





اوجد معادلتي مستويين يمسان الكرة : 
-6y + 22 -16 = 0‏ »2 + 2+ +× 
ويوازيان المستوي 
0 - 2-3 +12 + ع 


Y1 


الاختبار التاس نع 





السوءال الاول »> 





)2,3,1( اوجدالمصادلة: الاساسية لمستقيم يمر من النقطة‎ ١ 


ويعامد المستقيم الحعين بالمعادئة ۽ . 
x1 y 2-2‏ 


2 -1 3 

؟ بفرض (3,4,5) 7(,4-,1,3-)8 نقطتان شایتتان وا 

نقطة متحركة في الفراغ بحيث تخقق العلاقة 21082-121 ها( 
اوجد .المحل الهندسي للنقطة 1 وعيّن نوعه . 








السو ءال الثاني > 
-١‏ أوجد معادلة كرة تكون أحدى دوائرها العظمى الداعغسرة 
ا ١‏ مع و2 2وبةوبتم , 60- و 2x-2y+‏ 
٣‏ أوجد معادلة كرة تمر من الدائرة السنابقة وتعامد الكرة 


* الاتية‎ 
×+ 2+2 +2x -2z -5 = 0 


السوء ا لالثالتث .' 





لدينا المشحئي الفراغي( € ) ممعين بالمعادلات الوسيطيسة 


٠> الاتية‎ 


YY 





١‏ أوجد معادلة المستقيم المماس لهذا المنحني في النقطة 
الموافقة ل1-»«6 . 

٣‏ أوجد معادلة المستوي الناظم لهذا المنحني عند النقطة 
تقاطفه مع المستوي دوه ٠۰‏ 


السوءال الرابع . 





آوجد عهادلة كرة تمر بالنقاط الاتية , 
D (2,1,2) , C(1,0,1) , B(L,1,0) , A (0,1,‏ 


شم احسب نمف قطرهاء 


TYr 


الاختبار الفاشلير 





السوءال الاول ۽ 





٠ اكتب معادلة: مستو يمر بالمستقيم‎ -١ 


x-2 y4 2-2 


1 2 -1 











ويوازي المحورجه6 ٠‏ 
۲~ اكتب مصادلة مستقيم يمر بالتقطسسمة )3,1,2( A‏ 


ويعامد المستقيم ١‏ 
y-1 2+2‏ ع 





3 2 5 





السو ءال الشائي + 





بفرض (0) دائشرة في الفراغ معينة بالمعادلتين , 


المطلوب ١‏ 
اكتب مصادلة. كرة تمر بمحيط هذه" الداكرة وتعامد كسسرة 
مركرها (0,0,3) ونصف قطرها 3 > 85 ٠‏ 


Yé 





E |‏ 
اشبت آن: الستوي 0 = 22 + 2 + × يقطع الكرة ؛' 
0 = 36 22 بر ب 
شم هین مركز داشرة التقاطع واحسب طول نعف قطرهاء 
السوءال الر ايع بي 


سمه 


X+FyYy+FzZ =2 =0 المستوي ۶ معين بالممادلة‎ ١ 


يقطع المحاور الاحداشية بالتقاط . €, A,‏ ۰ اكتب مصادله 
كرة تمر بروءوس المثلثك 80 بحيث يكون نمف قطرها امسن 
ما يمكن ٠‏ 
؟- اكتب معادلة: اسطوانة دليلها القطع الناقص ٠6‏ 


x +42 2-16 = 0‏ , 0 د < ومولداتها تصامد المستوي 


x+y +z + 1=0 


Yo 


الاختښار الحادي مشر 


السو ءال الاول + 


82 على المستقيسم‎ A(2,3,1) عيّن مساقط النقطة‎ ١ 
المعين بالمعادلة؛ الاتية‎ 

2 2جو 7 

1 2 3 











؟ اكتب معادلتي مستقيم يمر من النقطة (1,1,0)]! ويانضع 
المستقيمين الاتيين *' 

y =0‏ و2 4 0 و 2 

z-a = 0 z+a= 0 


السوأ۶ال الثاني , 





اكتب معادلة. كرة تمر بالدافرة (0) المعينة بالمعادلتين» 


x2 +2 -4 = 0 


z= 2 


2 8 » وتمس سطح الكرة‎ 
Ss x+ (y-1)%Z-2z = 0 


السو ۶ال الشالث ,۽ 


+ ليكن لدينا السطح (5) المعين بالمعادلة الاتية‎ ١ 


Y1 





0 = 8 + 32- پر + × + 2ے۔ 2+ 2× = و 


قطعنا هذا السطح بالمستوي 0 = 2- × = ۶ اوجد معادلتي 
مسقط المقطع على المستوي لاه شم عيّن نوع هذا المسقط. 
5 اكتب معادلة: سطح دوراني يولده المستقيم 1-ج ,0= +× 
بدورانه حول المحور لإا0 شم عيّن نوع هذا السطح ومركسسسسسن 
تشاظرة ٠‏ 


السوءال الرابيع 1 





لتكن النقاط C(0,0,a) ,B(0,a,0) , AC a,0,0)‏ 
ال اكتب معادلة: الكرة المارة بالنقاط الثلائسة شرظ,0) 
والتي مركزها يقع في مبدآ. الاحداشيات ثم اكتب مصادلسسسة 

الدائرة ] التي تمر يالنقاط السابقةء 

٣‏ اكتب معادلة. الكرة التي تقبل الدائرة ] داكسرة 
٣‏ !وجد .المحل الهندسي لمراكز الدواشرح] عندما تتحول ۾ . 
- برهن أن المحل الهندسي للدوائر  ]‏ هو مخروط دورائي 


٠ 38  لوحتت عندما‎ 


الا 


الاختبار الثاني هف سر 


ت 


السو۶ال الاول ۽ 





لدينا المستقيم 12 المعين بالمعادلتين ؟ 
D x+y+z=0O0‏ 


1 > ج2- بجو - في« 


والمستوي ‏ 2 المعين بالمعادلة ١‏ 


Psx+2y + 32 =0 


١‏ اكتب معادلة: المستوي المنار من 7 والعمودي علسسسسى 
المستوي ۲ ٠‏ 

٣‏ اكتب معادلتي المسقط القائم للمستقيم 7 على المستوئيط< 
٠‏ عين احدى النسب المثلثية للزاوية التي يصنعها المستقيم 
2 مع الستوي ۶ ٠‏ 


السوءال الثاني ؟ 





١‏ اكتب معادلة الكرة التي تمر بالداشرة( © ) المعيئة 


بالممادلتين , 


66 x24 كر‎ 1 


2> 1 


YA 






n ل‎ 


وتمر بالنقطة M(0,1,3)‏ 
؟ اكتب معادلة. اسطوانة دليئها القطع التاقص: 
-8x + 4z + 4 = 0‏ 2ے +42 


F0 


ومولد:تها توازي المستقيم المار من النقطتين( ۸)1,1,1 
( 1,0-,0) ق85. 


السوءال الثالث ؟. 





4 نقطة متحولة: في الفراغم معينة وسيطينا بالمعادلات الأتية؟ 


ZzZ=1l, y= sint , x = cos t 


وب أكتب معادلة: المستقيم الصار من النقطة 1 والئقضة 
L;0;2 }‏ 2ه 
؟ اوجد .المحل الهندسي لهذا المستتيم عندما تتحول E‏ 


؟ عيّن المنحني 0 الذي ترسمه النقطة[ معندما تتحول ع ٠‏ 


السو ال الرابع ١‏ 





5) 1,2,3( اكتب معادلة: مخروط ر آسه‎ ١ 
: ودليله. المنحني © المعين بالمعادلات‎ 


2 


x=t+1‏ , 2 جکر , 3 ع =ے 





الاختبار الثالسث فة ر 





السوءال الاول 8 





لدينا المستويان * 


0 - 2 - جه عبر + 26 


0= 3 -ج د برد هينر 


N 
n 


والمطلوب ؟ 
١‏ عيّّن الزاوية الكائنة بين المستويين ٠‏ 
؟ اكتب معصادلة. المستوي المار من النقطة ( 2-,1,0 ( 
والذي يعامد كلا من المستويين السابقين. 
٣‏ اكتب معبادلتي المستويين المواريين للمستوي الاول لر ) 
واللذان يبعدان بمقدار 6 / عن نقطة الامل ٠‏ 


السوءال الثاني ١‏ 





١‏ بغفرض ( z,ر,»)‏ نقطة متحركة في الفراغ بحيث يكسسون 
بعدها عن المحوريون يساوي ثلاثة امثال بعدها عن المحور بينم 
اوجد .المحل الهندسي للهذه النقطة وعين نوعه. 

؟ اذا تحركت النقطة السايقة بحيث تكون نسبة بعدهسسسمما 
عن الشقطة الشابته ( 2-,2,2- )لم 2 الى بعدها عسسسن. 


النقطة الشابته( 3,3-,3 )8 تساوي حك ٠‏ 
_- 


اشبت ان المحل الهندسي لهذه النقطة في هذه الحالة هو مطح 


۳A1 





كرة ' يطب تعيين مركزهآ ونعق قطرهاء . 


السوءال الشالث ؟. 





بفرض (5) سطح من الدرجة الثانية معادلته 


2 


52 +6xy +5y“+ 2 -4x + 4y -4 = 0 


١‏ اكتب مصادلة: المشروط المقارب لهذا السطح. 
؟ عيّن الزاوية المئاسبة لدوران جملةة: المحاور الاحدائية 


بحيث يحذف الحك .المستطيلي من المعادلة: السابقة. 


السوءال الرايع ء 





لدينا الداإشرة(0 ) معينة بالمعادلتين 6 
2x +2y = 0‏ + + 2ر x2+‏ 


x+y+z+4=0 


إكتب معادلة. كرة تمر من الداشرة (0) وتقطع المستسسسوي 
x+y =0‏ وفق دافرة نمف قطرها 35 


TAY 





السوءال الاول * 


٠. 1 ينن‎ 


لدينا المستقيمان المتوازيان «١4‏ 




















.x+1 3-2 2+3 
(P,) - = 
1 3 
x-3 y+4 2-1 
0) > = 
1 3 


١‏ اوجد معادلة: المستري الذي يحوي هذين المستقيمينء 
؟ اوجد .البعد .الكائن بين هذين المستقيمينء 


الصو ال الثاني , 


س 
يفرض ۸ , 8 , 0 نقاط تقاطع المستوي 1 - 2 + لز + * 
مع المحاور الاحداثية المتعامدةيره ,برهن , ج02 هلوالترتيب 
والمطلوب : ۰ 

١‏ اوجد معادلة الكرة التي تمر برو ”وس المثلث الفوالتسي 
نعف قطرها امغر ما يمكن ٠‏ 
٣‏ هين احذاشيات مركز الكرة التي تمس وجوه الهرم 048٥.‏ 


من الداخل ٠‏ 


TAY 


السو ءال الشالث , 





اكتب معادلة: مخروط رأسه نقطة الاصل ومولداته تمر من منحني 


تقاطع السطحين 4 . 


= 16 
= 36 


السوءال الرابع ١‏ 





9ل أككتب مصادلة: السطح 
(8). 


حول المحور إ0 ٠‏ 
٣‏ اكتب معادلة: السطح 


٠ الشاقص‎ 


حو المحور ×0 ..٠‏ 


2ے + 2ر 55 


9x2 -36 +422 


الدوراني المتولد عن دوران المستقيم 


2× + 3y -6 = 


الدوراني المتولد: عن دوران القطسع 


422-16 بير 


ا 
6 


Af 





الاختبار الخامس مشلسر 


السوءال الاول ؟؛ 





لدينا المستقيمان 821 , 12 معادلتاهما ۽ 








3 1- 
z+]‏ = = رط 
3 2 
Da x = -t+1‏ 
TIE‏ 
z = 2t -1‏ 
١‏ أثبت آن هذين المستقيميين يقعان في مستو واحد سه 


اكتب معادلة. هذا المستوي ٠‏ 
إل اكتب معادلة المستوي المار من ر2 والعفودي علتتسسى 
المستوي 


- 
MI 


0 »- ج + ب - ير 


السوءال الثاني :. 





١‏ اكتب معادلة. كرة مركزها النقطة )3 ,4-,3) 2 والتي 
تمس المحور: ‏ 2م ٠‏ ا 
۲ اكتب مصادلة كرة تمر من محيط كل من الداكرتيسيسسن 


٠ الآتيتين‎ 


FAo 














2 
Jy =2‏ 
O:‏ 
16 2 +گ“x‏ 0 
5 > 2 
السوءال الثالث ۾ 
مجسم قطع مكافى* ناقصي معادلته : 
× 22 + قو 
قطعنا هذا المجسم بالمستوي 0 x +2y- z=‏ 


فحطنا على المتحثي €C‏ والمطلوب , 
١ل‏ ايجاد مهادلثني المسقط القاكم للمشحني 0 على المستوي 


٠ بره‎ 

؟ ‏ اكتب معادلة اسطوانة دليلها المنحني السابسسسسق ( 0 ) 
1 

ومولداتها تصامد المستوي ‏ ۶ ذي المعادلة ,۽ 


x+y+z-2 =0 


السو ءال الرابع » 





١‏ اكتب معادلة. السطح الدوراني الناتج عن دوران المستقيم 
1 المعين بالمعادلتين 0 = 2- z -2y = 0 , x‏ 
حول المحون ٠ 02z‏ . 


إل عيّن نوع هذا السطحه 


TAT 





الاختبار السادس مشر 


م ع ع ند 


السوءال الاول : 





. اثبت ان المستقيم ۽‎ ١ 
بر + ع2‎ 2 0 


0 - ع + ير 


2 يقع على السطح‎ 
= qx" +yz+y +z = 0 


إل بفرض ۶ مستوي معين بالممادلة : 
z +4 = 0‏ - 331+ ع 

و 2 مستقيم معيين بالمعادلتين ؛ 
x = 2z -35 = 0‏ 


3 - 2 =0 


المطلوب ايجاد معادلة مستقيم يقع في المستوي 
مع المستقيم 7 في نقطة تقاطع 7 هع 2 


السوءال الثائي ١‏ 





-١‏ عيّن مركز ونمف قطر دائرة تقاطع الكرة ؟ 


x2+ جر‎ 22-5 0 


مع المستوي + 


xX +2 y + 2z -9= 0 


TAY 


5 


P‏ ويتعامد 


؟ اوجد معادلة: كرة تمس المستويين , 
P= 2x + y -22- 7 > 0‏ 


u 


P= 2x +y -2z -11 = 0 


ومركزها يقع على المستقيم + 
مس 2 
x +z -4 = 0‏ 


السوءال الثالث ١‏ 





١‏ أوجد مصادلة: سطح دور اني محوره المستقيم < المعيسسن 
بالمعادلتين + . 


x=O0, z= 2 


والذي يمس سطح المخروط 0 = 2م 2ج 5 

وبين نوع هذا السطح الدوراشي ٠‏ 

؟ اذا قطعنا المخروط السابق 5 بالمستوي 2-2 فاشبست 
ان هذا. المقطع: هو قطع ناقص يطلب تعيين مركره ومحرقيه. 


السودال الرايع بي 





8 اوجد معادلة: سطح مخروطي رأسه النقضة(0,1,2)‎ -١ 
الواقع في المستسوي‎ x= 2y ودليلة: القطع المكالى‎ 


AA 





» XOY 


؟ اكتب معادلة. سطح اسطوائي دليله. القطع المكافىء السابق 


ومولداته توازي المستقيم ۽ 


x-1 2-3 








4۹ 





الاختبار التابسع فش يرز 


للعللسسلي يس ب سيد 


السوءال الاول ؛* 


انت 


لدينا المستقيمان + 


١‏ اكتب معادلة: مستقيم يستند على هذين المستقيمين ويمسر 
من النقطةة: A(2;0,0)‏ 


٣‏ اكتب معادلتي المسقط القاكم للمستقيم إ( على المستوي 


1-060 -ج + نر + 22 ع م 


السوءال الثاني ٠‏ 


مسيم حص 


نه 


إل اكتب مصادلة. كرة تمر بالدائرة( © ) المعينةبالمُعادلتين 
۾ در +2 , 2-2 وتعامد الكرة( 5) التي مركزها 

(00,0,3 وتمف قطرها 2ء 

۲ اوجد معادلتي كرتين تمر كل منهما بالدا كس شسرة(6) 


المعينة بالمعادلتين ١‏ 2 
9 222+ تير 


0= 4 +ج + بر + في 


5” 





ويقطعها المستوي 0 +× وفق داكرة نعف قطرها 3 


انسوءال الثالث ١‏ 
س 


اوجد عصادلة- مخروط راسه اللطة (2,1-,4)0 ودليئيم 





القطع الشاقص : . 
: 2 
x‏ 
21 2ر + zO,‏ 
4 
؟ بفرض دس C(۸‏ مجمومة منحئيات معيئة بالمعادلتتين : 
برع 2-2 
لي 
مر = 2ر 24× 
وليكن 7 مستتيما معادلتاه : 
+y-z =0‏ ب 
2 


2 -1 


1 
اوجد معادلة. السطح الذي تولده. المنحنيات ( إر .) © 


شريطة ان تستند علن المستقيم 2 . 


السوءال الرابع 4 


س 
١‏ لدينا الدائشرة( € ) معينة بالممادلتين ١‏ 
١‏ بع تدب 2ع 
2 > 2 


!وجد معادلة. كرة تمر بمحيط هذه الداشرة وتعامد الكسرة0. 


F4) 


التي مركرها الشقطة (0,0,4)آ ونمف قطرها 2 . 
عيّن مركن ونعف أنطر داشرة تقاطع الكرة , 


الاختبار الثامن فت سر 
ا 
2 2 2 


0= 25 هس x+y +z‏ السو ءال الاول + 





اوجد قاط تقاطع المستقيم الواصل بين النقطتي سن 
7 646 32153572 عع الج 
1 0 > 1 - 32-422 2ر2 5 
شم اكتب معادلة المستوي المماس لهذا السطم عند النقطسسة 
M(1,1,1)‏ 


السوءال الثبائي ؛ 


x + 2y + 2z -9 = 0 





إل اوجد معادلة. كرة تكون احدى دوائرها العظمى هي دائرة 


تقاطع الكرة ١:‏ 
0 =25- + 2ر x2+‏ 52 


مع المستوي ٠١‏ 


P = 2x -2y + z -9 = 0 


اوجد معادلة كرة تمر بالدائرة السابقة وتعامد الكرة٠‏ 


5 = جر جر‎ 22 2x -2z -5 = 0 


- 


السوءال الشالث + 
ا 


١ لدينا المستقيمان‎ 
x-1 y+1 2-2 
4 2 3 








55 
"ar 





: »ع ع‎ lH2t , y =-lt , Zz = 23 


Da: 


-١‏ اشبت ان المستقيمين يتقاطان في نقطة واحدة يطلسب 
تعييتهاء 


؟ اكتب معادلة المستوي الذي يحوي هذين المستقيمين ٠‏ 


السوءال الرايع : 





١‏ اكتتب معادلة. كرة تمر بمحيط الدائرة(0 ) المعينسسمة 


٠ بالمعادلتين‎ 


4 ر x2+‏ ,ى 250 


وتمر من مركز الكرة ١‏ 
4y + 2z -16 = 0‏ + 22-2 ب عي 


: اكتب معادلة اسطوانة مولداتها توازي المستقيم‎ ٣ 
ج- > 23 ح يي‎ 
١ ودليلها المشحئي ( 6©0) المعين يالمعادلتين‎ 


x2 + 2ر‎ ¢ 2 -9 


x -2y -z 0 
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